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PREFACE. 


Lcs TraiLes sur i(^s Ibnclioiis ellipliques iiiiprimes cii France 
sont des TraiLes complcls deslincs specialcment aux matlie- 
loalicicns : la plnparL d’ciilrc eux prcniieiil comme point de 
depart les llieorenics gencraux dc la llicorie des foiiciions; 
dans Lous, lY'lude des foiiciions ellipLi€|ues csl envisagec au 
point ih viic le plus general el pousscc le plus loin possible 
(niidliplicalioip division, trails forma lion, equations modu- 
lairi's, inulliplicalion complexe). 

Nous nous soinmes propose dc fairc un Tiuile des Fonc- 
lions ellipliques^ (run caraclere eFunentaire, cn nn seul 
Volume, conteiiant les principes cssenliels de la Tlieorie 
ct monlrant, par des applications simples, combicn ccs fonc- 
Lions sont utiles pour la resolution dc certaines questions dc 
Geomclrie, de Mcicanique el dc Physique matlicinatiquc. 

La Tlieorie des foiictions clliptiqucs est comme iiiie Trigo¬ 
nometric d’un ordre plus elevc; nous nous sommes limiles 
dans iioLre exposes aux principes foiidanientaux^ ccs principes 
cLaiil bicn compi'is, les parties plus profoudes de la Tlieorie 
deviemnent facilement accessibles. 

Pour rckluirc an iiiinimum les einprunis a la Theoric des 
.foiiGlions, nous prenons comiiic point dc depart la notion du 
developpcincnt d’unc fonction uniforme par la formule de 
Taylor; nous nc nous servons pas de la ibeorie dc Cauchy 
sur les iiitegralcs prises entre des limites imaginaires. Nous 
domions, dans unc courie introduction, la definition des 
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.luelques termes iWs de la TMorie dea foncliona. qui son I 

ciiiploves dans 1 Ouvrage. 

La Tlieorie des fonclions rationnellcs ct dcs foncLious Lri- 
-ononietriques esl d’abord exposce par les melliodcs lueiurs 
qui sonl employees ensuilc pour les fonclions cllipliones. Le 
lecteur voil ainsi, sur des fonclions simples avec lescpudles il 
esl familiarises renchainement des raisonncincnls el des 
theoremes cjuil rencontrera ensuile pour les fonclions cllip- 
tiques. 

Les formules nrincinalcs de la Theoric des fonclions ral ion - 
nelles dune variable x sc reduisenl a deux formules lypes : 
une premiere formule mcltanl cn evidence les valeurs de .r, 
qui reiident la fonction ralionncllc/(x-) nullc on inlinic 

'• ■ (-r—gi)(x- —ro)...(x —<?« ). 

^ (a- — b^)(x — /ij ).. .{x — b,i)’ 

puis une deuxieme formule, dite de decomposilion en (de¬ 
merits simples, mettant en evidence les points ou la fonclion 
devient infinie, el la facon dont elle y devient infinic 

y ( J?] ZH Cq -T- Cj Ji* -f- Co -f- . . . -p- C/;; 

A , B , 

x' — a ^ X — b ’ ' ’ X — / ’ 

Felement simple ■—esi la derivec dc Log(.r — a), 

Les formules principales de la Theoric des foiictions Lrigo- 
iionietriqiies peuvent, dc memc, sc ramencr a deux lypes 
analogues: une premiere formule metlant en evidence les 
points ou la fonction devient nulle ou infinic 

/(:r) = (^ " ^2)• • .sin — a,,) ^ 

sin(j? — Z>i) sin [x — b^)- • .sin(^* — bp) ’ 

et une deuxieme formule, appelee for mule de decomp osiiiojt 
en elements simples, mettant en evidence la fagon dont la 



I'onclion devicnt infinie 


f{w) —Co-1- C, 

-f- c; e -I- ... -I- c; 

-h A. col {x — a)-i- B cot (a; — i) h- ... -h L cot (, 2 ; — 1). 

On ])eul rcmarqucr encore que I’element simple 


csl la dcrivec de 


coi[x ~ ~ a) 
Log sin {a- — a). 


De incme, clans la Tlieoric cles foiictions cllipliqucs^ il 
cxisLc deux fomiulcs fondamcntales : ime formule de 

decomposition en factcurs 


/*( X) := A r- 


R{x- 


). . . li ( ^ - 


H(.x“ — Oi). . .H(,r - 


^ri ) 

bn) 


nicLtaiit on evidence Ics points a^^ exo, ..ou lafonction 
s’anuiilc, cl Ics points b^^ /^o, ..ou elle devient infinie; 
o/’ line formiilc de decomposition en elements simples, due a 
M. Ilermilc 


/(^•) = CoH-AZ(^-~«) -h.. .-+-LZ(^- Z) 

oil relement simple Z(x‘ — a) cst egal a 

<^LogH( a) 
dx 


La plupart des calculs sur les fonctions clliptiques sonl 
fondcs sur Femploi de Tune ou dc Fautre de ces deux for- 
mules : ces calculs se ramenent done a des regies simples dont 
il est fait de nombreuses applications. 

La Tlieoric des fonctions elliptiques se complique de la 
question des notations qui varient d’un Traite a Fautre. Tout 
d’abord, nous nous sommes interdit rigoureusement d’em- 
ployer aucunc notation nouvelle. Nous avons expose simul- 
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lanenienl deux systemes dc notations qui doivcnt subsistc- 
dcfmilivemcnt : celui de Jacobi, constamment suivi pai' 
M. Hermite.danstoutessesrecherches, ctccluidc M. Wcicr- 

strass. Le passage de Fun dc ces systemes a Fautre cst aise : 
iicanmoins, il importc de les conserver tous les deux; car, 
suivant les cas, les applications sont plus faciles dans Fun 
des systemes que dans Fautre. En outre, apres avoir lu uii 
Traite elementairc, le lecteur doit connaitre les deux systemes, 
atin de pouxoir lire ensuitc les Livres on les Mcraoircs ecrits 
dans cliacun d’eux. 

Pour preparer les applications, nous avons etudie avec soiti 
les cas particuliers ou les valeurs des fonctions clliptiques 
sont reelles, les seuls qui puissent sc presenter cn Mecani(ju(“ 
el en Physique. 

Chaque Theorie est suixie immediatement dc quelques 
applications; ainsi Fetude de la fonction p de M. Weierstrass, 
quand Func des periodcs est reelle et Fautre purement ima- 
ginaire, est suixie d’applications a la cubique plane, a la 
lemniscato, an pendule spherique, au niouvemcnt d’un corps 
pesant de rexolution suspendu par un point dc son axe; 
Fetude des fonctions dc Jacobi, pour le cas ou Ic module est 
reel et plus petit que un, est suixie d’applications a la biqua- 
dratique gauche, a la surface desondcs, au pendule simple, a 
Fdastique plane, a la corde a sautcr, aux mouvemeuts a la 
Poinsot; Fetude de la fonction p, dans le cas dc deux periodcs 
imaginaires conjuguees, est suixie dc Fapplication au mou- 
xement d’un projectile dans un milieu dont la resistance cst 
proportionnelle au cube de la xitesse. Viennent ensuitc 
quelques applications au probleme de Lame et au problcmc; 
de Felastique plane sous pressionnormale constantc, dont les 
integrales, decouxertes par M. Maurice Lexy, ont etc conxer- 
lies en formules elliptiques par Halphen. 

L’Ouxrage se termine par la Theorie des fonctions quo 
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IX 


M. licrmiLc a appelces fonctions douhlement periodiquesde 
deuxicrne ou de Iroisieme espece, avec applications a [’equa¬ 
tion dc Lame ct aux equations dc M. Picard, etpar quelqiies 
notions clementaircs sur les fonctions modulaires qui four- 
nissent Fexemplc Ic plus simple dcs fonctions fuclisiennes ct 
klcinccnncs dc M. Poincare. Comme pour les fonctions 
clliptiqucs, nous donnons pour les fonctions doublcment 
periodiques de deuxierne espccc deux formes csscnticlles : 
decomposition cn Factcurs cL decomposition cn elements 
simples, d’apres M. llcrmite; puis nous indiquons, pour 
les fonctions dc troisierne cspece, deux formes analogues, cn 
employant Felemcnt simple inlroduit par IM. Appcll. 

Les principalcs formiilcs sont resumecs dans un Tableau 
place a la fm dii Volume. Sauf dans Fexpose de la transfor¬ 
mation de Lauden, nous n’avons pas donne de Tables nume- 
ri([ucs, car, dans la plupart dcs cas, les series dclinissant les 
fonctions a calculcr sont si rapidement convcrgcntcs, que les 
premia's tcrrncs suflisent dans les applications. On Lrouvera 
dcs cxemples dc calculs numeriques a la fin du Calcul itUe- 
iiral dc M. J. Bertrand ct dans les Tables de Houcl. 

Nous esperons qu’aprcs awir cLudic cct Ouvrage, Ic lectcur 
pourra sc servir dcs fonclions clliptiqucs comme dcs fonctions 
trigonoinctriques. Nous avons choisi des applications aussi 
varices que possible : on cn trouvera d’autres, d’une grande 
elegance, dans Ic Traitc dc M. Grccnlull. Quant aux devclop- 
pernents theoriques, nous pensons avoir mis le Icctcur a 
mcinc dc lire les grands Traites dc Briot ct Bouquet, d’Hal- 
phen, dc MM. Tannery ct Molk, ctde sc servir utilement des 
fcuillcs de M. Schwarz. 


Paris, 27 sei)lenil)rc 




PRINCIPES 


DE LA THEORIE DES 

FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


CHAPITRE I. 

NOTIONS PRfiLIMINAIRES. 


I. — GeNERALITES SUR LES FONCTIONS UNIFORMES. 


1. Fonction r6guliere en nn point. Z6ros. — Une fonclion d’lme 
variable imaginaire u = x yi est dite uniforme pour toules les 
valcLirs de u quand elle n’a qu’iine valeur pour chaque valeur de u i 

par exemple ^5 cos«, tang w sont des fonctions umformes^ On 

dit aussi, en repr^sentant la variable u = x -^yi par le point d’un 
plan de coordonn^es x et j/, que la fonction est uniforme dans 
tout le plan. Nous ne nous occuperons qne de fonctions de cette 
nature. Une fonction uniforme f{u) est reguliere en un point a 
quand on pent, dans un cercle ayant ce point comme centre, la 
developper par la formule de Taylor en une serie proc^dant sui- 
vanl les puissances positives croissantes de u — a 


(0 


( U — <7 
I . ‘A . . . Ji 




Zeros. — Une fonction fi^u) reguliere au point u^ a admet ce 
point comme zdro quand /(a) est nul : si f'{a) n’est pas nul le 
zero est simple. Si un certain nombre de derivees f'{d)j f’'{a)^ ... 
sont nulles, f^^^ct) etant la premiere derivce non nulle, le zero 
11 = a est d’ordre n : on pent alors ^crire le developpement ci- 
A. e't I^.' 
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dessns 


f{u)=:{u-ay^g{u\ 


ou ie facteur g{u) est ime serie enliere en {u ~~ a) nc s’aiinulani, 
pas pour 11 = a, 

2 . Points singuliers. P61es. Eesidus- Points singuliers essen- 
tiels. — Lorsqu’une fonction imiforme f{u) n’csl pas rogulicre 
en un point determine a, on dit que ce point est im poin L 
C’esl un point singiilier isole quand on pent decn’rc dc (i conune 
centre un cercle assez petit pour que la fonction n’ail pas d’aulrc 
point singulier dans ce cercle. 

Poles. — Un point singulier a est un pole quand il est isole ct 
quand la fonction devient injinie en ce point a la facon d’une 
fraction rationnelle. Pour preciser, le point a est un pole, quand 
la fonction/(;/) devient infinie en ce point el qu’il existed une 
fraction rationnelle 


^(u) = 


telle que la difference 


[u — ay 


f{u)-~o(u) 


{a — 


soil r^uliere au point a; les lettres A, A,, , Aa_., (Icsignani 

des constantes. La fraction rationnelle s’appcllc la panic 
principaledeh fonction f(u) relative au pole a; le cocl'licicnt A 

relatif a ce pole : I’enticr a est I’orclre ou 
degre du pdle. On a alors, dans un certain cercle de centre a, 

g{u) ^tant une fonction r^guliere au point a : on en conclut, cn 
reduisanl le second membre au meme ddnominatcur («_ 


/(“) = 


{u — ap’ 


Q{u) etant une fonction reguliere au point a, dlffdrcnic de zero 
pour a = a. 
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Nous dirons aussi qiie le point a esL un infini d’ordre a de la 
fonction. 

Points siaguliers essentiels. — Quand un point singulier n’est 
))as isole ou qu’etant isole il n’est pas im pole, on diL qu’il est un 
point singulier essentieL Nous ne nous occupons dans la suite 
que de fonctions dont les seals points singuliers a distance finie 
sonL dcs poles. 


3. Remarque sur les zeros et les p61es. — Si le point a est un 
zero d’ordre n de la (bnctionil est un j^dle simple de re- 


sida 11 dans la deriv 


ivec logarithmiqae effet, on a alors, 


dans le voisinage de u 


f(a)z={u~.ay^g{u), 

puis en prcnant les logaritlimes etles derivdes 

f [ a') 11 








est line 


com me ii’cst pas nul pour le rapport 

fonction reguliere an point a\ done ce point est un pole simple de 

residu n de • De meme, si le point u = a est un pole d’ordre a 

l r 

de f {ii)^ il est un pole simple de residu — a de yyyj' ^ elfet, 
dans cettc lijpoLlicsc, an voisinage de a, 


ou 


f(a)z 

.roo 


0{u) 
{u — 


_ _ -g ^ 

f{u) u — a G( ic) ’ 


G '(/0 


com me G(w) ne s’annule pas pour u = 
reguliere cn a ct le tlidoreme est demontre. 


est line fonction 


i. Point a rinfini. — Pour etudler une fonction de u 

quand a devient tres grand, on fait u = el Ton suppose n! tres 
petit. La fonction /(?/) est dlte reguliere au point u = cc 
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quand/(^j^) est reguliere au point u'=o : on a alors, poor dcs 

valeurs tres petites de 

f + a\ u' -h ^2 w.'- -f-.. •, 

et par suite, pour des valeurs tres grandes de 

fW=a,-ra,^ + a,(j.\ + .... 


Lorsque la fonction est ainsi reguliere au point co, Ic point oo 
est un zero d’ordre/^ quand a^, a,i_^ sont mils, an ctaiil 

different de zero. La fonction s’annule alors a Tinfini commc 

(if- _ _ 

Le point infini est un pole ou un point singulier essenticl pour 
f{ii) quand le point u^=: o est un pole ou un point essenticl pour 

Siipposons que ce soitun pole: alors, par definition, on a 
pour de petites valeurs de id 




CiQ-\~ ct^u' ci% z//- 


c’est-a-dire, pour de grandes valeurs de 

f{u)z=i u--\~. .zz.^- 1- ao+ i -}- ^2 -t”.. 

u ^\uj 

La partie 

0(zz) = Azz-hAiZz2 + .. .4- Aoj_i zz*^, 

qm devient infime au pole « = oo, est la partie principale relative a 
ce p61e, a est I’ordre du pole. 


5. Remarque sur la convergence des series. — Nous pouvons 
maintenantpreciserun point important dans ce quiprdeede. Nous 
avons dit que la fonction/(«) uniforme dans tout le plan est rd- 
guliere en a quand elle est developpable par la formule dc Taylor 
dans un cercle de centre a: cette serie sera convergente dans le 
cercleayant pour centre a et pour rayon la distance du point a 
au point singulier def{u) le plus rapproche de a. 



NOTIONS PRELI MINAIRES. 


5 


C’est la line proposition qiie nous admettrons pour ne pas 
allonger ce Chapitre. 

6. Une fonction uniforme reguliere entous les points ^ distance 
finie et infinie est une constante. — En effet, la fonction supposee 
f{u) etant reguliere au point 11 = 0 estdeveloppable en une sdrie 


/(a)= ao-h aiu , 

convergente dans le cercle ayant Forigine comme centre et passant 
par le point singulier le plus rapproche de Forigine; comme, par 
liypothese, il n’y a pas de points singuliers, cette serie est con¬ 
vergente dans tout le plan. Pour ^tudier la fonction dans le voisi- 

nage du point 00 , posons u =: alors 

Par hjpothese cette fonction est reguliere au point u^= q : elle 
ne doit done pas contenir dans son developpement de puissances 
negatives de : done tousles coefficients ao, .. a,it • • • sont 
nuls, sauf le premier ct Fon a 

/(«) = /(i) = «o. 

La fonction est une constante. 

On pent cnonccr cc rcsultat sous une autre forme, en disant 
Line fonction nniforme par Lout finie (le point <x) compris) 
est une constante, En cllet, une fonction imiformc devient infinie 
en cliacun de scs pcMcs; on pent en outre demontrer rigourcuse- 
ment c|iie, si la variable u tend vers un point singulier essentiel 
dc la fonction suivant une loi convenablement cboisie, le module 
dc la fonction croit au dcla dc toutc limite. Si done une fonction 
uniforme est partout finie, die ne pout pas avoir de points singu¬ 
liers, ellc est reguliere partout et sc reduit a une constante. 

7. Les zeros et les p61es d'une fonction uniforme, n’ayant d’autres 
singularit6s que des p6les k distance finie, sont n^cessairement isoles 
les uns des autres. — Nous voulons dire par la qu’il ne peat pas 
existcr de ])oint a du plan dans le voisinage imm^diat duquel il 
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Sf trouve une infinite de poles on nne infinite de zeros; ou encore, 
quel qne soil le point fl, on pent toujours decrire de a corame 
centre un cercle avec un ravon assez petit pour que dans cc ccrcic 
il V ait: on bien ni zero ni pole, ou bien un soul zero sans pole, 

Oil bien im seiil pole sans zero. 

Ce faitresLiite immediatement des developpeincnts prccMcnls. 
En eflet, un point a etant marque dans le plan, trois cas pcuvcnl 
se presenter suivant que f{u) est reguliere cn a sans s’anniiler on 
t*e point, ou que f{u) admet le point a pour zero, ou enfin que 
f u} admet le point a pour pole. Dans le premier cas, on pent de- 
crire de a comme centre un cercle siiffisamment petit pour (pi’il 
n'y ail dans ce cercle ni zero ni pole; dans le second, on pent de- 
crire un cercle suffisamment petit pour qii’il ne conlienne pas dc 
pole et conlienne le seul zero u~a\ dans le irolsicmc, ou pent 
decrire un cercle ne contenant pas dc zero ct contenant Ic scul 
pole a. 

D'apr^s cela, si pour une fonction uniforme il cxiste un point a 
lei que, dans une aire aussi petite quePonveut, entonrantec point, 
il existe soil ime infinite de poles soil une infinite dc zih'os, ce 
point est point singiilier essentiel. En efTet, la fonction n’est [)as 
reguliere en a; ce point est done un point singulicr. [1 iPest pas 
iio pole, d’apres ce que nous venons de voir; il est done un point 
essentiel. 

Nous aliens, dans les deux paragraphes siiivants, trailer, coinmc 
exemples, les fonctions rationnelles et les fonctions trigonomd- 
triques. 


n. — Fractions rationnelles. 


8. Objet du paragraplie. — Le lecteur connait assurement les 
proprietes des fractions rationnelles : decomposition en fractions 
simples, utilite decette decomposition pour rintdgration, ddcoin- 
position en un quotient de deux produits de facteurs lindaires. 

Nousreprenonsbri^vementcette theorie, en suivant une inarchc 
analope a celle que nous emploierons plus loin pour oblcnir Pex- 
pression generale des fonctions elliptiques, d’abord sous une forme 
toute semblable a celle d’une fraction rationnelle ddcomposde en 
fractions simples, puis sous une forme semblable a cellc d’lmc 
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fraction rationnelle decomposee en un quotient de deux produits 
de facteurs lineaires. 


9 . Fraction rationnelle particuliere. — La fonction 


( 3 ) 


/(«) = 


u 

{u — — ‘A) 


est reguliere a distance fmie en tons les points autres que u = i, 
u =: 2. Ces deux points sont des poles de premier ordre. La partie 
principale relative au pole u=: i est 




en effet on verifie immediatement que la difference f{u) — ^k{u) 
estreguliere an point u = i. Le residu relatif an pole u = i est 
— r. De meme la partie principale relative au pole u — 2 est 

2 

- -- 5 

^ ^ u — 2 


avec le residu 2. Au point 00 la fonction est regiiliere, car 

ff 

\U / (I — j ( I — '2U ) 

estreguli^re au point 11^ = 0. On voit que o, c’est-a-dire u=zoo 
est un z(^ro simple. La fonction f{u) a done deux p 61 es simples 
= I, u = 2 el deux z^ros simples u = Oy u = (X) : on dit qu’elle 
est d’ordre 2. On pent remarquer que ^equation 

a deux racines quelle que soit la constante C. 

Comme les functions etcp2(t0 sont r^gulieres partout a 

distance finie et inflnie, excepte aux poles respectifs 1 et 2, la dif¬ 
ference 

est regulicrc partout a distance finie et iiiGnie, y compris les 
p 6 les I et 2, d’apres la di^finilion des parties principales cpi et (po- 
Cette difference est done une constante et, comme elle s’annule a 
I’infini, puisque cliacune des functions f] cp,, cdo s’y annule, elle 
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€*51; e^ale a zero. On a done 


fill) - 


formole qiie donnerait immediatement la decomposition de la 
fraction rationnelle en fractions simples. 

10 . Gas general. Pdles et zeros. Ordre. — Une fraction ration- 

iielie 


, a, -i-.. .-h a,)i _ PuO 


ou P etQ sont deux poljnomes de degres m etn, est line fonction 
qoiy a distance finie et infinie, n’a d’autres points singiiliers que 
des pdles. A distance finie elle a comme poles les racines dc 
Q_{u)=o : le nombre des poles a distance finie, en comptant 
chacun d'eux avec son degre de multiplicite, est done n. 

i” Si m > n, le point co est no pole d’ordre m n. Le nombre 
total des poles a distance finie et infinie est done 


n ~ n) — m. 


1 ! y a aussi m z^ros qui sont les racines de P({^)=: o. La fraction 
a done m poles et m zeros: on dit qix’elle est d’ordre m. L’dquation 
f[u)—Qi^m racines quel que soit G. 

2" Si /I > m le point go est un zero d’ordre n — m. La fraction 
a alors n pdles et im nombre egal de zeros, car il y cn a m a 
distance finie [les racines de P(a)] — m rdiinis a I’infmi. La 

fraction est d’ordre n] I’equation /(?/:)=: C a toujours n racines. 

3 ° Si m = A, le point oo n’est ni un pole ni un zero : il y a en¬ 
core autant de zeros que d’infinis : la fraction est d’ordre m = n. 

En resume une fonction rationnelle f{u) a toujours dans tout 
le plan, 1 infini compris, autant de poles que de zeros^ le nombre 
des pdles ou des zeros est I’ordre de la fraction: rdquation/(z/)=: C, 
a, quel que soit G, un nombre de racines egal a Vordre. 


11. Formes analytiques principales des fractions rationnelles. 
— On peutmettre une fraction rationnelle sous deux formes dif- 
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ferenles suivant que Ton veut mettre en evidence les poles et les 
parties principales, on les poles etles zeros. 

i"" Premiere forme mettant en evidence les poles et les par- 
ties principales correspondantes. Decomposition en fractions 
simples. — Appelons ^ I les poles a distance finie res- 

pectiveinent d’ordre a, p, ..., 1 et 




Ai 


{ic — ay^ 


{u — a)'^ 


cp2C«) = 


B 

u — b 


B| 

[ii — h 


+ 


B(3-i 

{a — b)^ 


les parties principales correspondantes. Stipposons, pour plus de 
gen^ralite, que le point oo soit un pole, ce qui arrive si m >> 7^; et 
soit 

in (= Ml -I- M2 -h. •. H- M^. 


la partie principale relative a ce pole 

s = m — n. 


Chacune de ces parties principales est reguliere partout excepte 
ail pole correspondant. La difference 

(5) /(w) — cpi(zz) —• • •—^(^0 

estdonc regiiliere partout a distance finie et infinie. En effet, 
ail p6le ala difference /(a) — cpi(a)est reguliereet les fonctions 
cDo,..Tjj le sent. .11 en est de meme aux poles 6, ..., L 

A I’infini, la difference f{u) — rjsft) est reguHere et les fonc¬ 
tions 'f,, cp^, ... le sent aussi. Done la difference (5), reguliere 
partout, est nne constante Mo, et Ton a 

/(zz) = MqH- w(zz) -H 9i(zz) cp2(z^) H- - .., 

( 6 ) /(«) = f—ayf 

la somme S etant etendue a tons les poles a distance finie. 

On rctrouve ainsila formule elementaire de decomposition des 
fractions ratlonnelles en fractions simples : elle met en evidence 
les p61es ct les parties principales correspondantes, elle donne 
immediatement Tintegrale d’une fraction rationnelle. 
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On pent ecrire 

la somme 5 etant etendue a tons les p61es a distance fuiic cl 
infinie, si Ton convient qiie pour un pole a rejele a rmfini —— 

doive etre remplace par w, on en abrege qiie 

u — a = - quand a =cc. 

It 

On remarqiiera que Ton pent prendre arbitrairement Ics parties 
priocipales reiatives a tons les poles j a cet egaid il y a une Ic-gtic 
difference pour les fonctions elliptiqiies. 

2 ^ Deuxieme forme mettant en evidence les zeros eL les 
infinis, — La deuxieme forme qu’on peuL donner a unc fraction 
rationnelle met en evidence les zeros et les iiifinis. II suflit pom* 
cela de decomposer les polynomes P et Q, qiii forment Ic iiiunc- 
rateur et le denominateur de la fraction, en facteurs dn premier 
degre 

. . 0 ^ — ^1 " gQ. ,.{u — a.,n) 

ou certains facteurs peuvent etre egaux. 

3® La seconde forme dedaite de la premiere. — Soit /(a) la 
fraction rationnelle consideree ayant pour zdros a,, a^, . . 
et pour poles , po? • • •, 

La fonction est aiissi nne fraction rationnelle ayant pour 

poles simples les zeros et les infinis de f(u) (n^^ 3), les zeros 
simples avec le residu + 1 et les poles simples avec Ic rdsidu — i. 

En mettant alors sous la premiere forme (decomposition 
en fractions simples) on a 

f'(u) _ I , I _ 

/(u) u —ai u — — a,;i 

_ __i_I 
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I I 

[ntegrant et passant des logarithmes auN nombres, on retrouve 
I’expression ( 7 ). 

12. Remarque. — Nous venons de voir qu^ine fraction ration- 
nellc n’a d’autres points singuliers que des poles a distance 
finie et infinie. La reciproque est vraie. Une fonctioii uniforme 
niayant autres singiilarites a distance finie et infinie que 
des poles est une fraction rationnelle. Nous nous bornons a 
rappeler ce tlieoreine dont nous n’aurons pas a nous servir. 

13. Relation algebrique entre deux fractions rationnelles. 
Th^oreme d^addition algebrique. — Enlre deux fractions ra¬ 
tionnelles 

^ ~fW^ .r =/i(^0 


a lieu une relation algebi-ique dofinissant ime courbe unicursale, 
c’est-a-dire une courbe ayant le plus de points doubles possible. 

En outre, une fonction rationnelle f[u) adinet un theoreme 
d’addition algebrique, c’est-a-dire que, u et v designant deux 
variables independantes, f{u c) est une fonction algebrique de 
f{u) et /(r). 


III. — Fonctions trigonowetriques. 

14. Objet du paragrapbe. — Nous allons presenter les points 
fondainentanx de la tlieorie des fonctions trigonometriques, en 
suivant une voic identique a celle que nous suivrons dans le 
Ghapitre suivant pour les fonctions elliptiques. 

lo. Fonction sinz^, sa definition par un produit infini. Fonctions 

cot u et - V" ^ leurs expressions par des series. Pdriodicit© de ces 

siw-u 

fonctions. — La fonction sin^^ est regullere en tons les points a 
distance finie. Elle s’annule aux points 

i/. = O, it: 71, ±271, .... 

C’est ce que met en evidence la formule suivante que nous 
supposons connue et que nous consid^rons comme servant de 



n 
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definition a sinz/ 

(») 

le produit 11^ etant etendn a toiites les valeurs de 1 on tier in dc 
_ X a -f-x, la valear 111 = 0 exceptee, Grace a la presence du 

u 

facteur le produit U! est convergent quel que soil Tordre des 
facteurs. Cette fonction sinz^ est impaire, e’est cc qu’on voit siir 
le produit (8). En effet, comme m prend toutes les valours dc 
— X a 4- X, on peut le changer de signe et ecrire 

sin iL = ^ 


Changeant ensuite u en — ii on voit, en comparant a (8), quo 
sin(— ii) est egal a —sini^. 

Le point oc est un point singulier essentiel de sin a : cn cflctj si 
Ton fait u= on voit que, dans une aire aussi petite qu’on le 
veut entourantle point u^=o, la fonction sin — admet une infinite 
de zeros u' = D’apres ce que nous avons vu (n^ 7) le ])oinl 
^/=o est done un point singulier essentiel. 

Fonction cotw. — La fonction cotu se deduit de sin^^, par la 
formule 

. d 

cotu = -r-> lo^f sin u, 
dll ° 


D apres la formule (8), on a done pour cotu la sdric 


cotu = ~ 
u 


1 [' 

--}_ _ 

U -71 7C^ 

I __ 2 
U-{-7i 7C 


ou, sous forme condensee, 


i 

U -'2 71 

I 

, + 271 



(9) 


i +y7—1— 

U Jkmd \ U — mTT 



la somme S etant etendue a toutes les valeurs de Tentier m 
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de — cc a + 00, la vaieur zero exceptee. La fonction coiu est 
aiissi impaire. Le developpement (9) montre qu’elle a pour poles 
simples lous les points o, zbix, ±27:, le residu relatif a 
cliacun de ces poles etant i. Par exemple, le point u = t^ est un 
pole, et la difference 

I 

cot u - 

u — r: 

csl reguliere an point — tc. La formule (9) met done en evidence 
les poles et les parties principals correspondantes de la fonction. 
Le point u=zco est un point singulier essentiel pour ootu comme 
pour sinw. 

Fonction —. — La fonction 
sill- u 

(10) =-^ COLti = — -1- > 7-^ 

dll ii- {it — niTiY 

est paire. Elle a pour poles doubles tous les points 0, db?:, 
±: 27 z, la partie principale relative au pole u=z 7 nr^ est 

1 

{u — mn)- 

Periodicite, — Des formules precedentes on peat deduire 
facilement la periodicite des fonctions circulaires. Tout d’abord 

le di^veloppement (10) de montre imm^diatement que cette 

fonction ne change pas quand on ajoiite 71 a a, car cela ne fail 
que deplaccr les termes du second membre. 

On voit de meme que la cotangente admet la periode 71 j en effet, 
formant la difference col{u + tu) — cou^, on trouve 



somme qui est evidemment nulle, car les termes se detruisent 
deux a deux. 

Enfin dc la relation 


cot(w -h 71 ) = cotw 
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I4 

cjue nous venons d’elablir, on peut deduire la periodicile clc la 
fonction sinu. En clTctj on into^rantlcs deux moinbxes clc la ic— 

ialioii ci-dessiis, on a 

Iogsin(z^-hT:)= iogsinj^-h logC, 
sin(z^ -h t:)= G 

ouGestiine constante. Pour determiner cette consLante, faisons 

w = — - 5 nous aurons 
2 

sin - = G sin ( — - )? 

2 V 2/ 


et comme la fonction sin^^ est impaire on a 


D’ou la form 111 e 


G=-i. 

sin(z^ 4- tt) =~ sin u. 


Dh'eloppements eri series depuissaiices. — Pour calcolcr Ics 
premiers termes du developpement de cotz<j on seric dc puissances 
flans le voisinage de u ~ 0, on pent employer la nicLliode suivanK^ 
analogue a celle qui nous servira pour les foncLions dc M. Weicr- 
slrass. On a, pour u inferieur a m^z (en valeur absolue), 


I __1_^ 

n~ miz ^ 

portant cette serie dans le developpement dc coLf^ cl ordoiinatiL 
par rapport aux puissances de u, on a une sdric dc la forme 


ou I’on a pose 

'.-2';^. 

les somoes ^ 1 , ... so„l eWIdemmeal „„llcs, 

car m prend des valeurs deux a deux egales ct de signes con- 
traires. 

On peut obtenir le developpement de sintt en s6rie entidre en 
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integrant le developpement de ce qui donne 


log sin u = logA -H logz^ ■ 


Si u- 

o -r-2 


U- 

sin ii = A lie ^ 


S-2 u* 

4 71 ^' 

z/'* S'X ZZ® 

T “’T 71“' 


6 7 Z^ 


A designant une constante d’integration. Comme tend vers i 

quand u tend vers o, on a A = i. Developpant alors I’exponen- 
tielle en serie, on obtient une serie entiere donnant sln^/. En 
identifiant le developpement ainsi obtenu avec la serie conniie 


sin u = u — 


1 , 2.3 1 . 2 . 3 . 4 . 5 


on obtient les valeiirs des sommes So, • • •. On trouve ainsi 



0 


S -2 



S:i = 


2Tt*^ 

3 ^. 5.7 * 


Ces sommes sont l)ien connues : on les troavera par exemple 
dans le Calcul differentiel die M. Bertrand, p. • pour verifier 
ainsi les valeurs ci-dessus, il faut se rappeler que 



car, dans S', m varie de, — a: a -f-oo, zero exclu. 


Exercice. — Nous ne nous arreterons pas plus longtemps a la 
ihcorie des fonctions sin^^, cot?^. Si Ton voulait etablir une theorie 
complete de ces fonctions, en prenant comme scales definitions Ic 
produit (8) et la serie (9), on poarrait, en siiivant une analyse 
d’Eisenstein {Journal de Crellej t. 35 , p. 191), montrer que la 
I’onction f {u)— eolu^ definie par la serie (9), verifie Bequation 
difl'ercntiellc 




3.V1 


35 i 


En portant le developpement de coin en serie de puissances dans 
celte dquation et ecrivant qu’elle est verifiee quel que soit on 
aurait un autre moycn de calculer de proche en proclie les 
sommes Nous indiquons ces resultats a titre d’exercice. 




16. Fonctions trigonometriques en general. — On pent appeler 
d'une maniere generale fonction trigonometrique une fonclion 
fi ll) rationnelle en car le sinus eL le cosinus d tin arc s ex~ 
priment ralionnellement en fonction de la cotangente de Fare 
moilie que Ton peat toujours designer par u, Une fonction Irigo- 
nonictrique, ainsi definie, est uniformej elle n a d autics points 
singuliers a distance finie que des poles; elle ne change pas qiiand 
on ajoute a u un multiple quelconque positif on negatif dc tc : 
e'est ce que Fon exprime en disant que la fonction adinct la 
periode primitwe t:, ses autres periodes dz3Ti:, ... clant 

des multiples de la periode primitive. 

On peut mettre une fonction trigonometrique sous deux formes 
remarqiiables. L’une est analogue a la formule de decomposition 
des fractions rationnelles en fractions simples; Felemcnt dc ccltc 
decomposition est la fonction cot(z^ — a) et ses derivccs; e’est cc 
qoe Fon pourra voir clans le Traite Analyse dc M. llcr- 
mite, p. 321 . L’autre forme est analogue a cello qui donne une 
fraction rationnelle sous forme dii quotient de deux produits d(^ 
facteurs lineaires; Felement qui remplace les factcurs lincaires 
est sin(?/ — a). Nous ne nous arr^terons pas a etablir ccs lbr~ 
mules qui nous sont inutiles pour la suite. 

Relations algebriques. — Entre deux fonctions trigonome¬ 
triques 

7=/i(wb 

de meme periode a lieu une relation algebrique dt^fmissant en¬ 
core une courbe unicursale, car/et sont des fonctions ralion- 
neiles de cot^^. 


TJieoi enie d addition algebrique* — Une fonction trigono- 
metnque f{u) admet un theoreme d’addition algebrique : f{u -p v) 
est une fonction algebrique de/(«) et /(^). 

Remarque sur la periode des fonctions trigonometriques. — 
Les fonctions que nous venons de considerer admeUent la pe¬ 
ri ode TT ^ 

/(u + 7r)=/(w). 

II est Evident que par un changement lineaire de variable on pent 
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fairc en sorte qa’ellcs admetteiit iiae periode quelconqiie 2to. II 
suflit de poser 


u = 


T. a' 

2 to ’ 




on a alors 


/[(;/+ 2u) = /i(;«'). 
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IT. Definition. — Nous avons dit qii’une fraction ralionnclle csl 
caracterisee par la propriete d’etre line fonctlon uniformc n ayaiit 
d'autres singidarites qiie des p6les. 

Nous avons remarqiie egalement qu’ime fonction trigonomd- 
Irique (fonction ratioiinelle de cot a ou de sin 2 u et cos 2 u) cst unc 
fonction n’ajant d’autres singularites a distance finie que dcs poh^s 
et admettant des periodes qui peuvent tontes ctrc coinposfu's 
par addition et soiistraction avec u?i 6 scale pcriodc pnniitLVC tc. 
Mais ces proprietes ne caracterisent pas les fonctions trigonomd- 
triques : elles appartiennent par exemple a qui n’esl pas unc 
de ces fonctions. Pour achever de caraetdriser unc fonction trigo- 
nometrique, il faudrait ajouter cette condition qu’cDc possede un 
ilieoreme d’addition algebrlque. 

Nous definirons d’une faQon analogue les fonctions c11ipti([iics 
par les proprietes suivantes, qui les caracterisent complctcmcnl : 

On appetle fonction elUptique une fonction iinifornie 
li'ayant, d distance finie, d^autres singularites qne des poles 
et admettant des periodes qui peuvent toutes etre composees 
par addition et soustraction avec deux periodes primitives 2 o) 
et 2 

La fonction admet done les deux pdrlodes 2 to et aco'; on dit 
qu’elle e 9 ,i doublenient periodique, tandis que les fonctions Iri- 
gonometriques sont sfm/iZeme/if periodlqiies. Ellevcrlfie les rela¬ 
tions 

UO =/(z4), -H 2W') = /( ), 

d’oii Ton conclut 

f(u-+'2m(}i-+-2nii}') = f(u), 

mein d^signant des eatiers positifs, n%aufs ou nuls. 
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G KNE RA L ITE S SUU LES FONCTIONS ELLIPTIQUES- 

Nous admelti'ons que le rapport — est imaginaire; s’il etait 

reel, lafonction se reduirait aime fonction simplement periodique 
on a line constante. G’est la un fait dont on trouvera la demonstra¬ 
tion dans la Note I et que Ton pent admettre pour ne pas inter- 
rompre Fexposition. 

Les fonctions elliptiques sont ainsi definics in ahstracto. Nous 
allons definir, par des series, les elements analjtiques a Taide 
desquels on pent exprimer toutes les fonctions elliptiques. Nous 
indiqucrons en ineme temps leurs principales proprietes, parmi 
lesquclles nous sigoalerons des a present I’existence d’un theoreme 
d’addition algebrique et I’existence d’une relation algebrique entre 
deux fonctions elliptiques aux m^mes periodes. 

Une premiere propriete, resultant immediatcment de la defini¬ 
tion meme, est celle-ci: La derwee dhuie fonction elliptique est 
encore une fonction ellipticjue, En eflet, les relations (i i) ajant 
lieu quel que soit u donnent par differentiation 

f {it -1- ‘2 to ) ~J'{ U ), 

f'{lt~^ 'I Lv')=:/'( It). 

La derivee ffu) admet done les periodes aw et elle est uni- 
forme comme f{u) et ses seals points singuliers a distance finic 
sont des poles, car si f(pt) est reguliere en on point il en est de 
memo de f {u), et si f{u) a un pole en un point il en est de 
mtane de f'{n). 

18. Parallelogrammes des periodes. — La double periodic!te 
peat sc representer geometriquement comme il suit. Soit Uq une 
quantile imaginaire constante, clioisie au hasard; considdrons 
dans le plan representatif les points repr^sentant les quantities 

2 to, Uo±: 2 to', Uq ±; z (o zt 2 to' 

et, cn g^nteral, 

2mui-T~ 2/10)', 

oil m et n sont des entiers quelconques positifs, negatifs ou nuls; 
ces points formentles sommets d’un reseau de parall^logrammes 
tons <egaiix au parallelogramrne P, qui a pour sommets les 
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et recouvrant tout le plan. 

Si « est ua point quelconque du plan, il sc trouvc dans un < e 
ces parallelogrammes, le parallelogrammc P', par cxcmplc; o 
point est dans un parallelogrammc voism dans lequcJ .1 


Fig. r. 



occiipe la meme position que a dans P^* en general, les points 
^£-i- 2 ma) + 2 no)^ sont tons dans des parallelogrammes diffcrcnls; 
ils occupent dans chacun d’eux la meme place que u dans 1^'; nous 
avons figure quelques-uns de ces points. On dit, pour abrdgor, 
que ces points sont des points liomologues on congruent h du 
reseau des parallelogrammes. L’un quelconque dc ccs parallcUo- 
grammes s’appelle parallelogramme des periodes ou parallc- 
logramme elementaire, 

Les relations (ii) expriment que la fonction f{n.) repreud l(C 
mime valeur en tous les points liomologues. 11 suffit done dc 
connaitre la fonction f[u) dans un des parallelogrammes, P par 
esemple, pour la connaitre dans tout le plan. 

19. Tlieor^me fondamental. Une fonction elliptique devient n6~ 
cessairement infinie dans nn paralieiogramme 6iementaire, sinon 
elle s© r6duit 4 nne constant©. — En effet, si une fonction. ellip¬ 
tique etait finie, dans un parallelogrammc elementaire, ellc scrait 
fmie, en tous les points 4 distance finie ou infinie, a cause de la 
double periodicite; ce serait done une constante (n® 6). 
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GENERALITES SER LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

20. Une fonction elliptique a un nombre limite de poles dans iin 
parallelogramme elementaireo — Le iheoreme precedent montre 
qu’une fonction elliptiqiie a au moins iin pole dans im parallelo- 
gramme; nous voulons montrer qu’elleen a nnnombre limite. En 
elTet, supposons que, dans P, une fonction/’(?/) ait une infinite 
de poles; divisons le parallelogramme en quatre en joignant les 


Fig. 2. 



milieux des cotes; dans un de ces quatre parallelogrammes au 
moins il j a une infinite de poles. Divisons-le encore en quatre en 
joignant les milieux des cotes; dans un des nouveaux parallelo¬ 
grammes au moins, il y a une infinite de poles. En continuant 
ainsi, on obtient une suite de parallelogrammes tendant vers un 
point a du plan et con tenant tons une infinite de poles. En ce 
point a la fonction n’est evidemmentpas reguliere : le point a est 
done un point singulier; mais il ne pent pas etre un pole, car un 
pole est n^cessairement isole et nous venons de voirque, dans une 
aire aussi petite qu’on le veut autour de a, il existe une infinite de 
poles. Ce point est done un point singulier essentiel de la fonc¬ 
tion, ce qui est impossible, puisqu’ime fonction elliptique, par 
definition^ id a d^aictres points singuliers que des poles dans 
un parallelogramme. 

Le tlicoremc que nous venons de deraontrer est d’ailleurs une 
consequence immediate de la proposition generale du n" 7. 

Ainsi, une fonction elliptique a un nombre limite de poles 
dans un parallelogramme elementaire, tout comme une fraction 
rationnelle en a un nombre limite dans tout le plan. 

Nous allons donner une premiere expression analjtique des 
fonctions elliptiqucs mettanten evidence ces poles et leurs parties 
principales*, cetle expression jouera le meme role que la formule 
dc decomposition des fractions rationnelles en fractions simples. 
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Voici comment on forme la fonction qui joue dans la tlieoric 
des fonclions elliptiques le m^me role que la fraction simple 

—'— dans la iheorie des fractions rationnelles. 

ii — a 


21. Fonctions p, Z, H. — Nous avons rappele prcccdcm- 
menl le developpement en produit de sin u 


n 


sinf^ = I § { i- 

miij 


meUanl en evidence les zeros: o, ±:ti:, ±: 2tc de ceLLe fonclion. 

Par analogic nous allons former avec M. Weierslrass one fonc¬ 
lion reguliere, coinine le sinus, en tous les points a distance finic 
et admeltant comme zeros le point u = o el tons les points 


2 /?Z 0) -i- 2 /I W 


' m = 0, 

^ 71 = 0, 


:i, ±2, 
: I, ±2, 


bomologues de I’origine dans le r6seau des parallelogram in es. 
Posons, pour abreger, 

W = 2 m W + 2 710 )^, 


el considerons la fonclion definie par la formule 


( 13 ) 



1 //2 
2 t7' 


/ m = 0, d: r, zh 2 . - .., rJz co \ 
1 n = 0 , ± I, zb 2 , ..., ± "TD f 

I (P = 2 77?tO -h ano)' / 

I (P = 0 cx-clus ! 


dans laquelle il faut, pour former le produit infini, altribiicr a 
la quantile tv toutes les valeurs contenues dans Pexpression 
imtsi a Pexception de la seule valeiir o qui correspond a 

m~n = o. 

Quand cette exception doit^tre observ^edans un produit infini 
ou dans une somme infmie, nous le rappelons en faisanl suivre 
d’un accent la caracteristique II ou S du produit ou de la so nunc. 
Actuellement, nous admettons la convergence du produit (i3); on 
en trouvera une demonstration dans la Note II. 

La fonclion du ainsi definie s’annule seulement aux points 
w = o et u = w =: 2 ] elle ne devient jamais inlinie 
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pour des valours finies de u. On voit qiie cette fonclion a im 
/.6ro simple et un seul dans cliaque parallelogramme elementaire. 
Tous ces zeros sont des points homologues du reseaii de paralle- 
logrammcs. 

Cette fonction d est impaire comine un sinus 

cf u) =z — Cj U\ 


en clTct, comme ni et n prennent toutes les valeurs de —co a +oo, 
on peuL, dans I’expression du produit, changer ni et /z de signes 
sans changer ce produil^ on a done aussi 


o' 




u 

IV 


1 

2 iv- 


Mais alors, en changcant u en — a et comparant au prodiiit (i 3), 
on voit que a'(— u) = — du. 

Enfin, il resiilte du produit infini que le rapport ^ tend vers i 
qiiand u tend vers z^ro. 

De meme que Ton deduit la fonction cotzz de sinzz, en prenant 
la derivde logarithmique, nous considererons la fonclion obtenue 
en prenant la derivee logarithmique de du 


(«4) 


= 


d 

da 


(j' It 
Cj a 


I I f 

__ _|_ ^ —. I . 

a jLd. \^ii — w CP (p-J 


Nous d6signerons pour abreger cette nouvelle fonction par 
^{u) oil 'Qu. La serie qui defmit ^u est analogue a celle qui de- 

finit colu. Elle montre que la fonction a pour poles simples 
tous les points u = o, a — amw + a/zco', avec le residu -f* i. En 
clfet, la difference 

'QU - 7 j 

u — 2 in to — 111 to 


oil m et n sont des entlers determines, est regulierc au point 
-1- 2 /zco'. La fonction 'Q a done un p61e simple de r^‘- 
sidii + I dans chaejue parallelogramme elementaire. II en est de 
meme dc la fonction on a est line constante; cette 

fonction a comme seals points singuliers les points u = a et 
= a ■+ amto -h a/zw', qui sont des poles du premier ordre de 
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lesidu -f i; il y a un de ces poles el un seul dans cliaquc parallc- 
logramme. Amsi;< = aeslunpoleetla difference t{a — a) — „ _ 

est reguliere an point ci. 

La fonction tu est impaire comme la cotangenle; on jieul Ic 
verifier directement ou le conclure de ce que du etant impuirc, sa 

derivee ii est paire et le quotient — impair. 

Pour etudier les proprietes de cette fonction prcnons-cn la dc- 
rivee et appelons cette derivee cliangec dc signc 

cl^\o^du I . vT T 2 ]. 

cette fonction etant la derivee d’unc fonction impaire est pinre : 
elle a pour pules doubles les points ?/. = 0 , = 9 . mco/Ht)'; la 

paitie principale relative a Pun de ces poles est ^ 

le residu correspondant est mil Cette fonction pu csi done 
analosfue a la fonction r— donnee par 

T _ z/Mogsinzz __ i ^ i 

sin-zz ~ du- zz- ^ (zz— nir.}'' 

La fonction p{ii — a)^ ou a est constant, a pour poles doubles 
les points a et a + 27?2co + 2 nco^; la partie principale ndativz' a 

un de ces poles est 7 -il y a un dc ccs |)dles 

[u—a — 2/?zco — 'i/ibyp * 

el un seul dans chaque parallelogramme elemcntairc. 


Periodicite de pu. — La function pii admet les deux pd- 
riodes 20 ) et swb 

En effet, si Ton forme la difference p [u + aco) ■— j)zz, on a 


p(zz-i- 2 t 0 )--pzz= -1---+ 'V r- — ___ ... 

(ZZ-l-2tO)- ZZ- j^|_(zZ + 2tO - (P )2 

=y|-_!_« > 

^d([zz —— — ‘2 /ico'J2 (zz —9/zzco — 


ou la derniere somme est etendue a toutes les valeurs de m el /f 
sans exception. Cette derniere somme est dvidemmenl niille, car, 
en considerant les termes qui correspondent a une m6me valeur 
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dc /?, on voit qu’ils se detruisenl deux a deux. On a done 
(iG) p(ii H- 2to) = pu; 

de meme, on Lrouverait 

(iG'} H-2 0j') = p Zi. 

Effetde Vaddition des periodes a Vargument de X^u. — In- 
legrons ces deux dernieres relations en nous rappelant que I’inle- 

(j' li 

gralc de pit csL — ou — Zu. nous aurons 

n (T '5 7 

( ^(ZZH- 2 C 0 ) =^ZZ-l- 2 '/], 

^ -H 2w') = 2 r/, 

ou 7] et Ti' designent deux constantes introduites par I’integralion. 
En faisant dans ces relations u= — to, puis u = — to', on a 

^(o) = ^(— to) -H 27), ^(to') = ^(— to') H- 2r/, 

d’oLi il resultc, puisque ‘C est impaire, 

(18) '/] = S(to), V=:r(co'); 

CCS constantes t) et v]' sent ainsi exprimees par des series con- 
vergentes. 

Notation de Jacobi et de M. Hermite^ — Dans la notation de 
M. Weierstrass e’est cetle function ^ ou X, qui joue le meme role 
que ^ dans la theorie des fractions rationnelles. Dans la notation 

dc Jacobi, legerement modifiee par M. Hermite [Crellej L. 84), 
ce role est joue par la function impaire 

(19) Z(zz) = ^zz— 

qui ne dilTcrc dc ^ que par un terme lineaire en u clioisi de telle 
facon que Z(zz) admette la pt^riode 2 to. On a, en effet, 

Z(zz-l-2t0) — Z(zz) = (^(zt-l-2to) — ‘^ZZ — 2Tj = 0 , 

Z( zz -H 2to) == Z(zz); 

puis 

Z(zz-l-2t0') — Z(zz) = 2 to') — ^ZZ- " ■■■ " - 5 

Z( ZZ -H 2to') = Z(zz) — — ('Z]to'- tOT)'). 
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Dans la nolation de M. Weierstrass les deux periodes joucal 
done im role symetrique, tandis que dans celle de Jacobi une des 

periodes joue iin role special. 

Xoiis verrons plus loin que la constante Tio/— cor/ nest pas 
niille: elle a pour valeur zh ^ ou il faiil prendre le meme signe 

([lie le signe du coefficient de i dans le rapport — • 

Pour le moment nous poserons 
(%0 j r^co'— o)r/= 0. 

Alors 7j(u) verifie les deux relations 


(*2l) 


Z(u - 4 - aw) = Z{u), 

2 5 

Z( -T- 2 w') = Z(i()- 

^ ' 0 ) 


La function Z(«). ne differant de que par nn lerme Hncaire 
en u, a les memes points singuliers et les inemes parlies princi- 
pales. 

j^insi, celte fonction 'L(u) a pour poles simples de rdsidus i 
tons les points u = = 2 wco anw'; il y a iin de ccs p61.es 

dans chaque parallelogramme; ils sont tons liomologues dc Pori- 
gine = 0 dans le reseau des parallelogrammes. 

La fonction Tj{u — a) a pour poles simples de rcsidu •+■ i les 
points u — a et = a-i-amco-f-a/rto^, homologucs du point a 
dans le reseau des parallelogrammes. Par exemplcj dans Ic voisi- 

nage de a, on a : Z(ii — a) — egale fonction regulicrc. 


Effet de Vaddition des periodes a Vargument de da el 
de E(ii), — Si Ton integre de nouveau les formules (in) ou 

V : j'u 

.t.= ~,ona 

log G'(a-i-2w) = leges'a-4- 27) w -H logo, 
log 2 (x}') = loga'Z( -h 27)'M -h logc', 

logc et logc' designant des constantes d’integratlon. En passant 
des logarilhmes aux nombres, il vient 

efiU’-h 20^) = 

2w') == e'e^n'^c^u. 
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Dans la premiere de ces fonnules faisons — co et rappelons- 
nous que, da etant impaire, on a(3'(— 0 )) = — da^. Nous irouverons 

^ 1 ^ c = — 

La seconde relalion donne de meme 

La fonction d verific done les deux relations 

C7'(?i-1-2W) =— 
a'( i/. -f- 2 w') =— Ci u. 

On conclut de la, par Fapplicalion repetee de ces formiiles, la 
valcur de d(^iL + a/?zco -f- 2 nco^) en fonction de da^ m et n desi- 
gnant des entiers positifs, negatifs ou nuls. Cherchons d’abord 
Fexpression de a'(Z(5 n- 2 (i) 4~ 2 co^). Changeant, dans la seconde 
des fonnules ci-dessiis, u en ;^-l- 2 Co et tenant compte de la 
premiere, on a 

Mais, comme Tjco^— to-/i^=db on a 


(22) 


(23) c;'(-+- 2 CO -4- 2 co') = — ii^ 

On verifiera de inline que, m et n etant deux entiers quel- 
conques positifs ou negatifs, on a 

( 24 ) Cj{lC -+- -+- 2 mo') — (— iynn-+-/n+n 


Dans la notation de Jacobi onremplace la fonction o', dont la 
dcrivec logarithmique est par une fonction H(z^) {Jietade u)^ 
(‘galement impaire, ajant pour deriv^‘e logarithmique Z(a) (^zeta 
de u) 


Win) 
a ill) 


=2Z{u) = 


o'' a 

<j u 


CO 


On a done, en integrant, 

log !!(w) = logoii — u^~\~ logp, 


logp designanl une conslantc d’integration, et, par suite, 
IJ(2^) = pe CfU. 


(25) 
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Poor determiner p, divisons les deux membres de la rcla 
lion (25) par ii et faisons tendre u vers zero; ^ lend vers i, 
vers la valeur H^o) de la derivee ^ pour u = o. On a 
ainsi p = H'(o)^ el la formule (20) devient : 

H(w; 

7777--^ ^ g 
H (0) 

La fonction H(?/) admet les m^mes zeros qne da. Ellc verifie 
les deux relations 

/ =r- n(ic), 

(26 ) 2 0 

( H(n-f-2w') = — e ^ ^ H(zf), 

oh 0 desig-necomme plus haul la quantile — (ov]b Ges relations 
se tirent, soildes relations qne verifie cj, soil, par Fintegralion, do 
cedes que vmifie Z. 

En effet, integrant les relations ( 21 ), on a, puisquc Z(^^) , 

logH(zt-{- 2 co) = log H( u) -t- log’C, 

IogH(i4 H- 2 (x)') = log H (u) — ~ w. -I- logc', 

to 

ou c et c' sont des constantes. On en dMuit 

-t- 2to) =: C H (ii), 

_12 

H(ii-i-2to') = cV 

Faisant dans la premiere u=— co, on a, commc II cst impairc, 
c = —i; de meme, faisant dans la seconde u-=~~~io\ on a 


' e “ . On a bien ainsi les formules (26). 


22 . Remarque. — On a des a present des excmples dc fonctions 
elliptiques. Amsi la fonction pw, qui n’a que des p 61 cs u di.sl.anc<^ 
finie et qui admet les deux periodes 2co et 2 w', est unc foncUon 
^Uiptique; il en est de meme de ses dirivies p'Ui p’7/, 

Les fonctions H, Z ne sont pas elliptiques, car dies n’ad- 
mettent pas les deux periodes 20) el 20)^ 

Nous aliens montrer comment, avec les seuls dements analy- 
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tiques nouveaux qae nous venons de dtfmir et qui se deduisent 
tons de cs'zz, on peut exprimer toutes les fonctions elliptiqiies. 

23. Gas de degenerescence. — Lorsqii’une des periodes 2 0 ) 
ou 2 0 )^ devient infinie les fonctions o' et p se reduisent a des fonc¬ 
tions connues. Supposonsj par exemple infini et prenons la 
fonction p. Dans la serie qui definit est infini dans tons 

les tennes ou figure o)', c’est-a-dire oii n est different de zero. 
Tons ces termes sont done mils et p(ii) se reduit a la fonction 

p ( w, (1)' = cc) = ~ 'V r--!-^ J \^ 

la somme etant etendue aux valenrs positives et negatives de 
I’entier m, zero exclu. Comme la serie ^ — est convergente et 
a pour somme y, on a 

7 u- I r 

p( to'= cc) ==---4---4- > -—• 

’ ^ 12 to- {u - •177l(X>)- 


Mals alors 

, en comparant a la formule 


Sin-^ z- Jkmd {z — /jit:)- 

on a 


{v) 

, / . 71- t:- 

p(u 0) = co)= ^^4- -—^ 

12 0)- 4 • 

Sin' 


‘2 CO 

En integrant et changeant les signes, on a 

71- n t: u 

('>,8 ) ‘C ( u, co' = co) = -- u -\ -cot — j 

^ ^ -sv ; lO.CO-^ 2 CO ‘I to 

sans ajoutcr do constanlc, car ^ est impaire. 

Enlin, integrons de nouveau ct passons des logarithmes aux 
nomln'cs; II vient 

7,-^ /i* . t: a 

o (yy,, CO = oo) = cd-'sjii—? 

^ 2 CO 

ou c csl line constante d’integration. Pour la determiner, divisons 
par cl faisons tendre u vers zero, en nous rappelant que ^ tend 
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jtJ 


vers i . On a alors c = i et enfin 

2 Ct) 


129 I 




: 0C)=: 


^24 co¬ 


sin 


t: m 
2 CO 


On voit ainsi que Tanalogie avec les fonctions trigonomelriqiies 
de\ieQl Fidentite quand ime des periodes est infinie. 

Supposons que les periodes soient infinies toutes les deux. 
Alors dans la serie termes sont nuls, sauf Ic pre¬ 

mier, el Fon a 


integrant et changeant les signes, on a 


puis 


I 

u 


O'U = u. 


On voit, d'aprescela, que la theorie que nous allons dcvcloppcr 
donnera, comme cas particuliers, les formules relatives aux fonc- 
lioDS trigonometriqiies on aux fonctions rationnelles, suivanl quo 
Fon y supposera une periode infinie ou les deux periodes infinies. 


IL Premiere expression des fonctions elliptiques. Decomposition 
EN elements simples. CONSEQUENCES. 

24. Cas des p61es simples. — Soil f{u) une fonction elliplique 
ajant les poles a, b, c, I dans un paralldograinme cldincn- 
laire P, ces poles etant d’abord supposes simples cl les residus 
correspond ants etant A, B, L. Alors, dans Ic voisiuage du 
point on a 

f{u) = ^ 4 - fonction reguliere, 

dans le voisinage de b 

B ... 

fonction reguliere, 


Formons la fonction 




GENERALITES SUR LES FONCTfOXS E L L f P T IQ U ES. 3l 

Cette fonctlon est reguliere dans le parallelogramme des pe- 
nodes P, car dans le voisinage de it = par exemple, on a 


done 


f(u)=z -r- fonction reffuliere, 

^ ^ li — a ^ ’ 

Z(w — a)— —^-1-fonction reguliere, 

u — a ■ ® ’ 

/(ti)— kZ{ii — a) — fonction reguliere, 


et, de plus, toutes les autres expressions — Z>), ..., Z(^/ — /) 
sont regulieres an point a. 

D’ailleurs, /( u) admettant les periodes 2 co et 2 co^, on a, d’apres 
les proprietes de Tj{u) ((^q. 21 ), 


(3o) 


^-h 2 to) = y 

A . 

^(t/; -h 2 to') = «!>() -£ — (A -j- B -f-... L). 
to 


D’apres ces equations, lafonciion ^(^a) est reguliere dans tout 
le plan a distance finie,' car elle est reguliere dans le parallelo- 
gramme P, et, dans les autres parallelogrammes, elle prend des 
valeurs qui 11 c dilTei'ent qiie par line cons tan te de celles qu’elle 
prend dans P. 

Nous allons demontrer que se reduit necessairement a une 
constante. En effet, la derivee est reguliere dans tout le 

parallelogramme P, car la derivee d’une fonction reguliere est une 
fonction reguliere; de plus elle admet evidemment les deux pe¬ 
riodes 2 oj et 2 to', comme on le voit en difFerentiant les for- 
mulcs (3o). 

Cette derivee [u) est done constante, comme etant une fonc¬ 
tion reguliere avec deux periodes (n^" 19) 


done 


Gi; 

*^1^() == QiiU -f- Go, 


Cl et Co designant deux constaotes. Mais, comme <I> (-1 -2 to) 
doit etre 6gal a ^{(t)i C| doit etre nul et se reduit a une 

constante Co- Ainsi la dilTerence appelee ^{u) est constante. On 
a done la formule 


(30 /(t0= Clo-i-AZ(^ —a)-f- BZ(;; ~Z>)H-...-i-LZ(2 —C. 
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due a M. Hemite et appelee formule de decomposition en ele¬ 
ments simples. Cette formule est analogue a la formule de de¬ 
composition d une fraction rationnelle en fractions simples. 

io. La somme des residus d’une fonotion elliptique en tons les 
poles situes dans nn parallelogramme des periodes est nulle. — En 
efl’et. nous venons d’appeler A, B, .L les residus relatifs aiix 
pules situes dans un parallelogramme des periodes; nous avons 
irouve que ^(tr) est une constante : alors on a evidemmcnl 
_j_2[.y)—'!>(«)= 0. On a done d’apres la deuxieme for¬ 
mule (3o), puisque o est different de zero, 

{ 3*2 ) ^ ~T“ B L = 0 . 

? Le theoreme est done demontre. 

Ainsi, toiite fonction elliptique n’ayant que des poles simples 
pent se mettre sous la forme (3i), ou les constantes A, B, ..L 
ont une somme nulle, 

Inversement loute fonction definie par une expression de la 
forme (3f), on les constantes A, B, L onl une somme nulle, est 
une fonction elliptique : en elfet, cette fonction n’a d’aulrcs sin- 
gulariles a distance finie que des poles simples et, d’apres les pro- 
prietes de la fonction Z, on a 

/(li)=: 0,. 

% 

/(u-f-ao)')—/(!j) = — .H- L)= 0. 

26 . Formule de decomposition en elements simples dans le cas 
od certains poles sont multiples. — Nous avons, pour plus do siin- 
plicite, suppose d abord que la fonction elliptique considdnic 
n’avait dans un parallelogramme dlementairc que des poles 
simples. Le cas ou la fonction possdderait des poles multiples 
peutdtre regarde comme un cas limite du prdcddenl; il suflit de 
supposer que plusieurs des pdles simples viennent a coincidcr. 

Mais nous traiterons ce cas directement, par la mdme radthode 
que le precedent. Nous obtiendrons ainsi I’expression la plus gd- 
nerale des fonctions elliptiques et cela encore avecle seul element 
analylique et ses derivees. 
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Soient I les poles ds la fonction f{u) dans iia paral- 

lelogramme elementaire et 




Oo( LL) — 


Ai 


u — a ' {ii — a)- ' (^a — a 
B Bt Bo-i 

u-~b {it — 0 )- . 


Ag-I 

( u — a)'-^ ’ 


les parties principales coi'respondanles. La difference 


fl) {11)= ) — j^A Z{ii ~ a) — Ai 7 j'{u — a j -h ^ Z" ( 


ZZ - {Z J -i~ 




r. 2... a — I 

Bo 


- Z ) 


B Z (zz: — Zz) — Bi Z'( zz — Zz)H- Z"(u — Zz)H”.. . 

B3.., 


-(-I ifi- 


I . 2 . . . o — I 


Z(p~i'( ZZ~6) 


est encore une constante; en effet, dans le voisinage de u = 
par exemple, on a 

Z(zz — a) = 


a 


Z' (zz. — <r 7 ) = 
X\u — a)-. 


It — a 

r 

( u — ay^ 

I . '2 

{it — a 


-f- fonction reguliere, 
-1- fonction reguliere, 
-f- fonction reguliere, 


7Jy-~^\it-~a)={— 


K‘ 2 .. .('a ~ [) 

i)a—1--^- 

{it — a 


-f- fonction reguliere. 


Done 


A Z(zz — a) — A1 Z'{u — a) -y- 


A; 


I . 


Z'\ii — . .. 


(_ i)'x- -1 

-Ii- Z^^-^Uit — a)= cDi (zz) -f> fonction reguliere. 

1.2... a ~ i 1 ^ ^ 

Gomme dans le voisinage de u = a, on a anssi, par hypothese, 

y(z^) = cpi('zz; 4 - fonction reguliere, 

on voit que ^{u) est rdgaliere au point a\ il en est de meine des 

A. ET 'L. ^ 3 
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autres poles. D’ailleurs on a, d’apres les proprietes des fonctions Z, 

z/ -T- aw) “ 

UZ -f- 2 w'j = ^{ic )— — ( A -h B . .-h L), 

(0 

car les fonctions 7j'{u), V{u) sont doublement periodiques. On 
verra, comine plus liaut, que la fonction reg-uliere <I> cst constanLo 
et que, par suite, lasomme desresidus A + B-j-..L nulle. 
L'expression generale d’lme fonction elliptiqiie est done 

I f(u)z= j^AZ(zz — a)~ kiZ’{u — a) 

i33) ^ -i-Z^'f zz — a)-h-... 

f -f-(— i)’'-! —z(«-« ( u. — ml, 

la somme I etant etendue a tons les p6les silues dans un paralle- 
logramme, avec la condition 

(32) A-i-B-i-...-4-L = o. 

Ainsi, de meme que toute fonction rationnelle est imc combinaison 
Hneaire a coefficients constants de termes de la forme 

T T ^ _ 

u — a' 

avec la convention que u~co= toute fonction clliptiqae est, 

a une constante additive pres, une combinaison lincairc, a coef- 
Ocients constants de termes de la forme 

Z(ii a), T {u — a)^ — a), 

avec la condition que la somme des rdsidus [coefficients des termes 
tels que Z(« — «)] est nulle. 

Inversement toute fonction/(«), d^finie par une expressio.. de 
la forme (33), ou 

A-f-B-f-.,. + L = o, 

est une/o^cifon elliptique, car on v6rifie immddiatemcnt les re¬ 
lations 

/(a-(-ato) _/(„)_ 

/(K2«i')-/(«) = -^ (A-(-6-t-...4-L) = o. 
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27. Formule de decomposition en elements simples avec les 
notations de M. Weierstrass- — La formule (33) que nous venous 
d’etablir pent s’ecrire comme il suit. Nous avons pose 


Z( ii) = III — " u, 

'■ (j) 


Done, en differentiant et se reportant a la definition de pu 
comme la derivee cliangee de signe de ^ 


Z'(w) = — pu-~^, 
Z"(2^) = — If’, 


(u) = ~ 


(34) 


Faisant ce changement de notations, on a la formule 

|/(m) = d„+2[a? 


(u — a) H- Ai p(zi— a) ——* * • 


■(-I)* 




1 . 2 ...(a - 




OLi Dq designe nne noiivelle constante et ou la sommeS est encore 
etendue a tons les poles situes dans un meme parallelogramme 
des periodes. Les terines lineaires en a qui semblent s’introdiiire 

quand on remplace Z(u) par ~ w, disparaissent, car leur 

coefficient est — - (/V-h B -h - • • + L), e’est-a-dire o. 
to ^ ^ 


28. Remarques. — Dans ces formules de decomposition nous 
avons suppose les poles a, / sitaes dans un meme paralle¬ 

logramme. Cette restriction est inutile en ce sens qu’on peut 
toujours remplacer cliacun des poles par un point bomologiie. 
Ainsi soit 

a' =■ a -h 2 to -H 2 to' 
un point homologue de a, on a 
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Remplacant —a) par ceUe valeur, on voit que la 
reste la raeme. La seule valeur de la constante Co est ino 
Lne autre remarque est celle-ci. Quand on fait cln 
paralielogramme elementaire P de sonimets 

iiQ, Uo-{~2w, 2 w-f-2 w', 

ii peut arriver qii’il y ait des poles tels que a, par exem 
on cote et, par suite, d’autres poles tels que H- 2 (o^ stir 
oppose. On peut etre embarrasse pour savoir quels sont« 
ces poles qu’il fautregarder comme etantdans le parallelog 
Alors on remplacera le paralielogramme P par un autre i 

Fig. 3. 

p 

^ lOo 

pointille, obtenu en deplacant infiniment peu le point c 
facon a eviter qu’il j ait des poles sur les colds. La me 
marque sera utile plus loin pour le cas oil il y aurait des zd 
des cotes. 

29. Regie pratique pour la decomposition d'une fonctioi 
tique/(n)en elements simples. — II faut tout d’abord ddtci 
les poles de cette fonction dans un paralldlogrammc des pdi 
arbilrairement choisi d’ailleurs; soient a, / ecs ])oii] 

II fautensiiite determiner la partie principale de J\i() v 
a chacun de ces poles. Siipposons, par exemple, que Ic pcMc 
soil d’ordre a ; alors le produit 

= (ii — a)«f(u) 

est regulier et different de zero pour u=a. Si done on 

loppe ce produit, par la formule de Tajlor, dans le vol^ 
de u = a, 

-f. 

-i- (u — ay^ 

g{u) ^ant line s^rie entifere en («-«), on a, en dgalanl c 
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veloppement a {u — divisanl par {u — le deve- 

loppemeiit 


f{u) 


1 

{u — a ) ^ 


Ag-, 

{u — 






qui met en evidence la partie principale chercliee. On pent alors 
ecrire la formnle de decomposition, quand on a fait ce calcul pour 
chacLin des poles situes dans le parallelogramme choisi. D’apres 
line remarque que nous avons faite, on pent, dans ces calculs 
comme dans la formule finale de decomposition, remplacer chacun 
des poles tels que a par un point homologue a -f- 2mo3 H- 2/zo3^ 
La principale difficulte pour la decomposition en elements 
simples est la determination des poles . . ., de meme que 

pour la decomposition d’une fraction rationnelle, la principale 
difficulte est de trouver les racines dii denominateur. Nous re- 
viendrons sur ce point au n° oO. 


30. II ne peut pas exister de fonctions elliptiques ayant dans un 
parallelogramme un seul pole, si ce pole est du premier ordre. — 
En elfet, si la fonction /(zz) n’avait qu’un pole simple a de re- 
sidu A, la formule precedente (3i) donnant/(w) ne contiendrait 
qu’un terme KLi^ii — a). Mais la somme des residus etant nulle, 
on aurait A = o et f{ii) — Cq. La fonction serait done une con- 
stante et n’aurait pas de pole. 

Mais il existe des fonctions elliptiques ayant dans un parallelo¬ 
gramme deux poles seulement, simples tons deux, u = a — 
En effet, dans cette hjpothese, la formule (3i) comprend deux 
lermes et Ton a A -f- B = o; la fonction /( it) est alors 

f(^u)z=. ~ a) — Z(zz — ^)]. 

II existe aussi des fonctions elliptiques ayant dans un parallelo¬ 
gramme elementaire un seul pole, pourvu qu’il soil d’ordre supe- 
rleur au premier; le residu relatif a ce pole est nuL C’est ce qui 
a lieu, par exemple, pour pu qui admet Lorigine et les points 
homologues comme poles doubles de residus nuls. 

DAine maniere gencrale, les derivdes et les puissances positives 
de pu sont des fonctions elliptiques ayant dans chaque pai^allelo- 



3g CHAPITRE ir. 

crramme un seul pole liomologae du point ii = o, ce pole esl 
d ordre superieur a i et le residii correspondanL est mil. 

31. Exemple. Decomposition de p^ii en elements simples. La 
serie qui defmitpj^ montre que, dans le voisinage de u = o, on a 

piCz:= -h G(z05 

G(u) etant une fonction reguliere an point o definie par la seric 

Comme G(u) est paire et s’annule manifestemeni pour 

on a, en developpant cette fonction en serie de puissances dans Ic 

voisinage de u = o, 

G(u) = 

on oH 


ouj conformement anx notations de M. Weierstrass, nous appo- 
lons ~ H Igs deux premiers coefficients 



Ces expressions de ^2 g ’3 s’obtiennent immediatcmcnt cm 

developpant chaque terme de la s 6 rie (35) suivant Ics puissances 
ascendantes de u, par la formule 

T _I 216 3 ic- 4^6^ 

(Zi — wj- ^ 

puis en ordonnant la somme par rapport aux puissances ascen¬ 
dantes de w. 

On a done, dans le voisinage de u = 0 ^ 


37 ) 


pz^ = 


I 

z^ 
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et en elevant au carre 




10 


g3 


Zz2-h.... 


Considerons ua paralMlogramme des periodes enlouranl Ic 
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point u^Q] dans ce parallelogramme j 3 -z/ a, comme seal pole, 
ii=zO] ce pole est d’ordre 4 el la partie principale correspon- 

danteest d’apres le developpement ci~dessus. Dans laformnle 

de decomposition en elements simples (34) il faiidrait done 
prendre iin seul pole < 2 = 0 , puis a = 4 i A = A, = Ao:=:o, 
A 3 = I . On a alors 

(38) = Do-f- 
Do designanl ime conslante. 

II est d’ailleurs aise de verifier directement cette formule. 
D’apres le developpement de pu on a, en differentiant, 

p’u = 
p^'u = 

Done la difference 

est reguliere an point u = o^ car, dans le second inembre les 
termes en ^ disparaissent. La fonction ^(u) est done reguliere 

dans tout le parallelogramme elementaire considere (contenant 
I’origine), et, comme elle admet les deux periodes 203 et 203 ', elle 
est egale a une constante Do- 

La formule (38) est ainsi v^rifiee. Pour determiner la constante, 
on donnera a u une valeur particuliere. D’apres les developpe- 
ments de p- et de p'', on a, dans le voisinage de u = o, 

Do =zp^-u— ^ -H.. 

d’oLi en faisant u= OfBo=~ On a ainsi la formule 

(39) 33 "“== 

On formera de meme, a litre d’exercice, les expressions de 
u, p'* ... en fonctions lineaires de p, p', p'^ ... par la for- 


^2 


10 


7 

7 
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mule de decomposition en elements simples. Ces expressions se 
lirent aiissi des forniules obteniies en differentiant la relation (3()) 
im nombre quelconqiie de fois et tenant compte de la relation que 
nous allons etablir entre p et p'. 


^ 32. Eolation algebriqne entre et sa d6rivee p'lf. — Miilti- 
plions les deux membres de la relation (3g) par p'u cL integrons 
par rapport a nous obtiendrons une formule qii’on pent ccrire 

P'-=4<P^—.^2.P-+-G, 

oil C designe une constante. 

Pour determiner cette constante, on remplacera encore j), jj' 
par leurs developpements en serie donnas plus liaut : on vei'iliera 

que les termes en ~ disparaissent, et en faisant ensuilc a = on 
trouvera C = — ^ 3 . On a done la relation 
UO) 4p-^— 


algebrique en p et p'. 

Cette formule donne la derlvee de la fonction inverse dc p//. 
Faisons 

p(u) = z, 

d’ou Ton tire, en imaginant Tequation r^solae par rapport a if. 


u = av^pz, 


e’est-a-dire u egale Pargument dont le p estLa formule ( 4 o) 
donne alors 

du I 


La d^riv4e de u par rapport a z est done alg-dbrique cn z, Lout 
comme la derivde de arc sin^. 

Comme s est infini quand u est nul, on a 


(40 



dz 


formnle pertnettanl de calculer u en fonction de z. 
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33. B^veloppements en series de puissances de pu^ :fu. — 
Les cons tan tes g'o et s’appellent les deux im-ariajits. Ces 
constantes etant connues, on a, comme il saitj les developpements 
en series de jd, o'. 

Faisons, dans le voisinage de u ~ o, 

( 4 ^ ) P ^ " 4 " C'l ll~ C3 ll *■ -f- . . . ~f" " —f~ . • .. 

Les deux premiers coefficients sont 


(43) 




C3 = 


1±., 


Les suivants se calculent facilement par voie recurrente en 
substituant le developpement de p dans Tequation 


et identifiant les deux membres. On irouve ainsi, pour X plus grand 
qiie 3, la for mule recurrente 


(44) 


(aX -+- i)(X — 3) 


z 


Cy C>_v 


(V = 2 , 3, .. A — 2 ), 


qni montre qiie tous les coefficients sont des poljnomes en g 2 et 
Ain si 


(45) 




2 . 3.5 






Le developpement de pour de petites valeurs de u sc 
tire immediatement du precedent par une integration, puisque 
tlu=: — fpudu] on a done 


(46) ^ = " - 4 - ^ i c.) I C3 - 4 _... ^ 

sans ajouler de conslante, car est une fonction impaire. Les 
coefficients de ce developpement sont aussi des polynomes en g., 
et5-3. 

Les deux developpements de p et convergent dans le cercle 
a 3 fant pour centre Torigine et ne contenant dans son interieur 
aucun point homologue de Torigine. 
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Du developpement de u on deduit celui de d pnisque 



Integrant et passant des logarithmes aux nombres, on a 
s' = lie 7 

sans iiiettre de constante en facteur, car — tend vex'S i quand k 

tend vers zero. II ne reste plus qu’a developper rexponenlJelle cn 
serie et Ton a le developpement de du. On voit que Ics coclTi- 
cients de ce developpement sont aiissi des polynomcs cnlicrs 
en g2 et ^'3. Void les premiers termes du developpement 

^ __ g^i ll'^ _ gl __ 

(47; ^ ii — u-h 2*.3.5 2'^3.5.7 2^.3“.5.7 2^.3-.5-.7.11 

On trouvera ce developpement pousse jusqu’a dans Ics 
feuilles de M. Sebw^arz [Forniules et propositions pour V emplol 
des fonctions ellipticjues). Puisqiie du est ime fonclion enllcrc 
comme sinUj reguliere dans tout leplan, ce developpement clc d u 
est convergent pour toutes les valeurs de u. Gc developpement cs( 
commode pourle calcul des valeurs numdiques de du, d'u, d’' u 
et, par suite, de et p qui s’expriment I'atiomiellcmcnl a l’aid(^ 
des ddivees de d 


III = 


(j' u 

du ’ 




cr'2 u.— dud" ii 
d- u 


34. Inversion dans les notations de M. Weierstrass. — D’apre^s 
ces proprietes, si Ton a une equation de la forme 

J. V — gs 

ou et gi sont des constantes donn^es, on en conclul 


z est done expnme en fonction unifome de u, et I’on pent, a I’aidc 
des senes precedentes, ealculer la valeur de ^ correspondant a unc 
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valeiir de u\ mais ces series ont le defaut de ne me Lire aucune pe- 
riodicite en evidence. On a ainsi line solution da probleme de 
Finversion de I’integrale (48)- Les constantes et g^ peuvent 
avoir des valeurs quelconqiies, car Tequation 

p'^u = 4p^u — ^.pu~~^s 

esl verifiee identiqaement par les developpements en serie ci~ 
dessusj quels que soient g^ et g^. 

Nous verrons plus loin comment^ g^ et g^ etant donnes, on 
peuL calculer un couple de periodes 2co et 2co^ 


35 . Integration d’une fonction elliptique. — Pour calculer Pin- 
tegrale 



d’lme fonction elliptique f{u)^ on fait comme pour les fonctions 
rationnelles : on decompose f{u) en elements simples et Ton in- 
Legre terme a terme. Ainsi, dans les notations de M. Weierstrass, 
f{u) peut se mettre sous la forme ( 34 )- En integrant, on a 



du = const, -f- Do w -h 



— a) — A1 — a) 

Ao . V 

- p(u — a) . 

T . 2 




Aa_ 


T .2. . 


- — a) 


]■ 


Par exemple, la formule de decomposition etablie pourp-t^ 
(n® 31 ) donne 

/ I 

p 2 u da = ^ p'^ const. 


36 . Honiog6n6it6. — Pour indiquer les valeurs des periodes on 
des invariants, M. Weierstrass emploie les, notations suivantes 

(^U — C 5 ^(Zi|tO, to') = ^ 2 , ^3)5 

pu = p(ic\co, o}') = p(a; ^2, 6^3)* 

D’apr^s le produit qui definit du^ il est evident que si Ton 
multipiie to, to' ct u par un inline facteur [x, ^ ne change pas et 
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Foil a 

(5o'j 5'(az^|!4to. J-tto') = [J. o'fEilW, w'). 

DifFerentiant par rapport a on a 

I 5f) aw, \nxi') ^ ^')- 

Done 

, 5'2) C('4WhjlC0, H-W') = t^')- 

r" 


Differentiant encore par rapport a u 

( 53) p(rj.zt|jxco, [aw') = ~p(zf|w, w'), 

r 

ce qa’on verifie d’ailleurs immediatement sur Ja serie clonnant j). 
D'apres les expressions de et g^ par des series doubles 

(n°31) 



quand on remplace ca et par pw et pco', w esL remplacd par |X(r 
et g^i el gz par ^ et On a donc aussi 

|i.'* jj. 


(54) 








6 2 j o 3; 


L’expression ™ est nne fonction de o3 el co^ qiii nc change pas 

3 


quand on mulliplieca et ca' par nn memefacteur arbitrairc p; e’est 
line fonction du seul rapport des p^riodes. 


37. Cas de degen^rescence. — Quand nne des p^riodes cst in- 
finie, V par exemple, on a 






el comme on a (n^^ 15) 


Vi 
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il vient 


' 3 33 I 


Done on a, dans ce cas, 

S‘l—V^l = o. 

Le poljnome 4^'* — — ^3 a alors une racine double, el 

I’integrale 

U = I --rzi^rzzrzrrirzrrT- 

pent s’exprimer par des fonclions circulaires, comme il etait 
previi d’apres les formules du n° 23. En calciilanL cette Integrale 
elementaire, on retrouverait ainsi d’une aiiLre maniere les for¬ 
mules du n‘^ 23 (voyez^ I’exercice 1 , p. 62 ). 

Qiiand les deux periodes co el co' sont infinies, on a — o 

et le polvnome sous le radical a une racine triple. L’integrale 
devient alors 


qui donne immediatement 


III. — DeUXIEME forme des FONCTIONS ELLIPTIQUES. DECOMPOSITION 
EN FAGTEURS. CONSEQUENCES. 

38. Decomposition en facteurs. — Nous allons indiquer main- 
tenant une deuxieme forme sous laquelle on pent meitre toute 
fonction elliptique et qui est analogue a la forme d’une frac¬ 
tion rationnelle dont le numerateur et le denominateur seraient 
decomposes en facteurs du premier degre. 

Cette nouvelle forme resulte immediatement des theoremes pre¬ 
cedents appliques a la fonction 

Remarquons d’abord qu’une fonction elliptique a necessairc- 
ment un nombre limite de zeros dans un parallelogramme des pe¬ 
riodes. Car, si elle en avait une infinite, il existerait a Tinterieur 
du parallelogramme an moins un point a dans le voisinage duquel 
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il y aurait une infinite de zeros; c’est ce qu’on verrait comme on 
I'a'fait au n° 20 pour les poles. Mais cela est impossible, car, la 
fonction/(t0 n’ayant a distance finie d’autres singularites que des 
poles, ses zeros sont necessairement isoles (n° 7). 

Cela pose, soit une fonction elliptique f{u) ayanl, dans un pa- 
rallelosrramme des periodes, les poles ou infinis simples cti, 
ai- ■ au nombre de /• et les zeros simples bi, b^, . -., bs an 


nombre de s. La fonction 4-/ '~r est une fonction elliptique icgu 
Here partout ou /(u) n’est ni nul ni infini. Un zero simple dc 
est pour ™ simple de residii i, et un pole simple 


' - ----- un pole simple de residu — i (n*’ 3). 


de fill) est pour ■ 

On a done, d’apres la formule de decomposition en elements 
simples, 


I 55) 



(^u — 

bi)+"-{u — 

^2 ) -1- . 

. .-h '^-(u — bs) 

(u- 


a2) —.. 


ai)— ^(k — 



ou ^ est la fonction En outre, la somme des residus dc 
latifs a tous les poles devant etre nulley on a 


re- 


5 — /• == o. 

Done : Dans un paralUlogramme elementaire le iiotnbrr 
des zeros une fonction elliptique est egal au nombre des in- 
finis. Ce nombre se nomme ordre de la fonction elliptique; 
nous reviendrons plus loin siir cette definition dc I’ordrc. 

D'apres ce theoreme, faisons 5 = r dans la formule (5f)) ct in- 
tegrons terme a terme, puis passons des logarithmes auxnombrcs; 
nous aurons la formule cherchee 


(56) /( u) = ^ A—b^)., 

cr( — ai) o'(zi aa)...cr('fi ^ 

ou a est une noiivelle conslante. Cette formule met cn Evidence 
les zeros et les infinis def{u). 

Si la fonction/(?i) a des zeros ou des p61es multiples, la mdmo 
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formiile s’applique; il suffit de supposer que pliisieurs des points 
‘ ‘ sont confondus en un seal, ou plusieurs des points 

.... 

Dans la demonstration nous avons suppose que les points a^, 
^ 2 , . . ., a,q j 62 , . . ., sont situes dans un m^me parallelo¬ 
gram me. En modifiant con^enablement les valeurs des con- 
stantes c et a on pent remplacer un ou plusieurs points ou 
par des points liomologues. Par exemple, considerons le point 

a!^ = «! -f- 2 cl), 

homologue de a\, En remplacant dans la formiile ( 22 ) a^ par 
— 2 oj, on a 

— ai) = -f- 20)) = — 


et, par suite 


avec 


/(^O = 


a' 


d{u — bi) :j{u — 62 ) 
o'(— a\) (j{ll — ^2) 


G'( It — br)_ 
C(li — ar)^ 


c'= C — 2 7 ], a'= — - w). 


39. Theoreme de Liouville. — SI Von considere les zeros et 
les infinis d^une foaction elliptiqiie situes dans un parallelo- 
gramine des periodes. la somme des zeros ne differe de la 
somme des infinis que par des multiples des periodes. 

On demontre immediatement ce theoreme en ecrivant que la 
Ibnction f{u) sous la forme (56) admet les deux periodes 2 co 
et 2 cob Comme on a 


an- - 2 C 0 ) = — —a), 

on voit que le rapport ^ 


Ce rapport devant etre I’unite, on a 

(57) 2 CtO -f- 2 rj(ai-l- a2'H-. . .-1- Ur —— ^2 — • • •— l>r) = 2 7 ^ 7 ^^, 

. . 1 A /*( a-H 2(.o') 

od n cst im entier. Ecrivant de meme que -“ C ^ 

(57^) 2 C CO^ -H 2 -f- Ct^ -H Ctp — bi — b% — ... d/’) = '^TTlTzi. 
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Eliminant c entre ces deux Equations on a, en vertu de la rela- 
lion Tt'/— cor/= — qiie nous etablirons plus loin, 

.58) 


ce qui deniontre le theoreMS. 

La valeur de la constante c est alors donnee par 1 one ou 1 autre 
des formuies ( 5 “) 011(57^). 

Mais on pent simplifier an pen la formuJe en meltant a profi? 
one remarque faite plus haul. Remplacons le point a\ ])ar le point 

hornolog'ue 

a\ = a-i — ‘2 m ua — ‘in w'. 


La formiile donnant /{n) prendra la forme 


f(u)= Ae^" 


:^{u — hi') :f( u — h.,) 


— a^) a'{ a — ci^) 


— hr) ^ 


oil Ton a 


^ 30 j j -T- <2 2 "T" . . . -4“ Cly b\ -+- h 2 -+- . . . -+■ b r • 

Mais alorSj en exprimant que f{u) admet lesperiodcs 9ao et 
on a, par un calcul analogue a celiii que nous venons dc fairc, 

2 C 0) = 2 N TT i, 2 G CO^ = 2 IM TC 


M et N designant des entiers. On en conclut 
G(Mto-r-Na)') = 0 . 

Le facteur Mco-hNw' ne pent pas etre nulj car le raj)nort ~ 

^ (0 

est imaginaire et ne pent pas ^tre 6gal a — ^ ■ Done 

C = o. 


On peut done toujours mettre une fonction ellipticiue sous In 
forme 

( 60 ) //„)- 

3'(u~a\) — :r(u — a,.)’ 

ayec la condition (Sg). On pourrait de meme remplacer d’auli'os 
zeros el infinis par des points homologues : la formulc rcslcrait la 

m^me pourvu que la somme des zeros clioisis ^gale cede des in- 
finis. 
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40. Notations de Jacobi. — La formule de decomposition en 
facteurs s’ecril comme il suit dans les notations de Jacobi. La 
fonclion H de Jacobi est liee a la fonction o' par la relation 

JL 2 

H(M)=:ir(o)e o'a, 

d’ou 

G'u = '' E(u). 

ir(o) ^ ’ 


Remplacant alors du par cette expression dans la formule (6o) et 
tenant compte de 


il vient 


CL j —f~ CL 2 H— . . . —r- Cl — 1) \ -f“ b -i -f- . , . —^ ^ j 


■(60 


fill) — A' — bi) IK iL — ^2) • ‘ * iL — br ) 

— cl[) — a.2)..Al(^u — cl,.)’ 


designant une constante. On a done, en definitive, la meme 
formule fondamentale dans les deux systemes de notations. 


41. Deux fonctions elliptiques ayant les memes zeros et les 
memes infinis ne different que par un facteur constant. — Cela 
resulte des formules precedentes ou le facteur A seul est arbi- 
traire, une fois les zeros et les infinis donnes. 


452. Ordre d’une fonction elliptique. — On appellc ordre d’line 
fonclion elliptique le nombre de poles cju’elle possede dans iin 
parallelogramme elementaire, cliacun d’eux etant compte avec 
son degre de multiplicite. Ce nombre est aussi egal au nombre des 
zeros sitLies dans un parallelogramme (n° 38) : 

Alnsi pa est du second ordre, u du troisieme. 

La fonclion elliptique /( u) etant d’ordre r, la fonction f{u) —C, 
ou C est une constante quelconque, est aussi d’ordre car les 
poles dcy’(^^) ct /'(^^)— C sont evidemment les memes. La fonc¬ 
tion fUt )— C a done, dans un parallelogramme, r zeros quel que 
soil C. Ainsi requation 

f{lL)~ G 

a tOLijours r racines dans un parallelogramme. La valeur mi- 
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nimum qiie pnisse prendre r est 2 , car d’aprcs le theorcmc 
du 11 ° 30 il n^existe pas de foncdon elliptique du premier ordre. 

Exemplc , — La foncdon pu est du second ordre. Dans iin pa- 
rallelogranime des periodes ii existe deux valeurs de u telles quc 
pw = C. L’une d'elles etanta, Lautre esthomologue du point — a, 
carpi/ est paire. Ces deux racines sont distinctes tant quc les 
deox points a et —-cc ne sont pas homologueSj c’est-a-dire LanL 
que Ton n'a pas 

sc = — a -f- 2 /?l CO -}- 2 /i to', 
a = 7?ico -i- /ico', 


ct C = p(mti) + n to'). 

Si les enders m et n sont pairs tous deux, cette valcur dc C est 
infioie : effecdvement, lequation pu = co a dans chaquc paralle- 
logramme une racine double. 

Si un des enders m on. n est impair, ou si tous deux Ic sont, 
C est fini : on trouve ainsi, a cause de la periodicite de p, trois 
valeurs differentes de G pour lesquelles requation p a — G = 0 a, 
dans chaque parallelogram me, une racine double. Ces valeurs soul 
les suivantes : 

m impair, n pair, G = po 3 . 
m pair, n impair, C == poV. 
m et n impairs, G = p(co -j- co'). 

La racine double de pz/ — G = 0 est, dans le premier cas, con- 
grue a to, dans le second a to^, dans le troisicme a to q- to'. Cos 
trois valeurs annulent la derivee p'u : les valeurs corrcspondaoles 
de G sont les trois racines du poljnome 

comme nous le montrons plus loin (n° 46). 

IV. -- Exemples de decomposition en facteurs et en elements simples. 
Formule d’addition algebrique pour pu. Consequences. 

43. Decomposer en facteurs la fonction doublement p^riodique 

f{u)-=p 

ou . est une constaiite. - Dans un paralldogramme des pdriodc.s 
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pu admet o comme infini double. Done la fonction adinet deux, 
zeros dans un paralldlogramme des periodes; on Yoit que ce sont 
les homologiies des points 11 = 9 elit~ — puisque p est paire. 
On a done 




v) a'(u — f) 
o'- a 


A designant line constante. 

Cette constante se determine en multipliant les deux membres 
par et en faisant ensuite tendre u vers zero. li vient 


I = — A 3 '- V. 


La decomposition est done donnee par la formule 


(62) 


p u — pi.' = — 


■3" ( // -f- P 3' (' ?/. — P ) 
3 '- U . 3^- P 


44. Formule d’addition pour tu. — Si Ton prend les derivees 
logarithmiqucs des deux membres de Fegalite precedente, par rap¬ 
port a lij il vient 

(63) — (^^ -h P) -h t (Zi — C') — 


puisj en echangeant u et 


cnfin, cn ajoutant membre a membre les deux egalites prece- 
dentes, 


( 65 ) 


T p'zz — ,p'(’ 


= ?(zz -f- p)—~ tp, 


formule que Ton obtiendrait egalement en decomposant en ele~ 
ments simples les fonctions elliptiques de u qui figui'ent dans les 
premiers membres. La formule (65) pent 6tre consideree comme 
une formule d'addition pour la fonction : seulement ce n’est 
pas line formule d’addition algebrlque, car ‘Qiuv) n’est pas 
une fonclion alg^briquc de et '(^9. 


45. Formule d’addition de la fonction pu. — Si I’on differentie 
par rapport a u les deux membres de Fegalite pr^cedente, on 



ti'ouve 


_ I A /'eIH-zeA)- 

.66) pu-p<’/’ 

c-est une formule d’addition algebrique pour p u. Ea y reiuplacant, 

apr« la derivation, /u par sa valeur dp^ti - f on ob- 

lieni p(t/ -r f) en fonction rationnelle de p u, pp, p' u el p p. Si, 
ensuite,' on j remplace p'« el p'p par leurs valeurs respeclivcs en 

fonctioQ de 'pu et pe 

p' u - \f\p‘u—gipu — g-i , ,p' r = /) |J 1. — , 

on obtienl p(k + <’) en fonction algebrique de pK cl pp. 

Autre formede. la formule d’ addition. On a, cn clTccliianl 

la differentiation (66), 

I p"i/. 1 — 

J3U —p(ri + p)= - “ 2 {pu — pvf 


permulant u et p on a de meme 




1 (p' — ^ 


AjolUons membre a membreet remarqnons qae 

-.p"p=: —p^t^), 


d’apres Tequation (Sg), il vienl 

T HAu ~pi>Y 


( 6 ;) 


p(?i4-(^) = 


4 \ P^^ -Pt’ 


~pZ4 ~pp, 


qui donne p{ii-{- par une formule ou la symclrle, par rapport 
aux deux lettres u et o, est en evidence. 

En diflTerenliant par rapport a u et remplaganl j///. par 

on ade meme une formule d’addition poiirjy(^( -p- o), 

exprimant cette fonction en fonction rationnelle dc p//., )///,, j)i’, 
pV. Une noiivelle differentiation donnera une formule d’addition 
pour p^'"; etc. 


46. Decomposition de p'u en facteurs. —^La fonction jy'a a, 
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dans im parallelogranime elementaire, un pole triple qui est le 
point u = 0 , oil Lin point honiologiie. Cette fonction est done de 
troisieme ordre. Elle a, dans un parallelogramme, trois zeros qiie 
nous aliens determiner. Pour cela, partons des relations 

4- 2 0)) = -h 2Co') = p'?/, 

p'( -h 2 CO -4 2C0') = p'm. 

Faisant dans la premiere de ces formiiles u = — co, on a 


comme d’aiitre part p' est impaire, 

p'(oj) = — pq— (o), 


Done p^(co) = 0 . De m^me o. 

Enfin, en faisant dans la troisieme formule il = — co — to', on voit 
que p'(to-f- 0 )')=: o. Prenons an parallelogramme elementaire 


Fi". L 



£u+2C0' 


tres voisin de eelui dont les sommets sont o, 2 to, 2 to', 2 w -h 2 to' 
et contenanto dans son interieur. Alors, dans ce parallelogramme 
traee en traits pleins, la fonetion a le pole triple o et trois zeros 
neeessairement simples to, to', to + to'. La somme des zeros 2 to -f- 2 to' 
ne diOere de la somme des infinis qui est 0 que par des multiples 
de p^rlodes. 

Rempla^ons le z4ro to -t- to' par son homologue — to — to'; alors 
la somme des trois zeros to, to', — to — co' est egale a la somme 
des trois infinis qui est nulle et Ton a 


p' 11 = K 


a'( 71 — 0)) &( 7 / — U)') Ci(77- 


■ 03 ') 


Pour determiner A, on pent multiplier les deux membres par 



^1 

puis faire 
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tendre u vers o. Conime dans le voisinage de o on 


- -t-fonction reguliere. 


le premier membre devient — 2 ; comme tend veis i, 
cond membre devient 

A ::^to j (CO -f- fid ) 


et Ton a 


S-C;/ —(o'is'f;/ —<=)')"( 

P li 2 _l_ (I)' j ll 


Void quelques consequences des resuUals precedenLs. Nous 
a\ons etabli la relation 


p'2 ll - 4p3K — — g%- 

Appelons e,, e-i. 63 les racines du polynome 4 ^’’ —o:i) 

alors 


(68) = —eY){]-)U- e{){}) It — ). 

Coinme s’annule pour 11 = by^ a = o)-i-ci)^, = to', Ics 

quantiles ei, go, 63 sont egales a pco, p(co -{- to'), pw', 

(69) 6i=pc0, ^2= p(cO + Co'), e3=pCo'. 

II est evident, d’apres la formule ( 68 ) qui donne p'-u^ quc le 
second membre de cette formule esL le carre d’une fonction uni- 
forme : nous verifions plus loin (n® 48) que cbacunc des tlille- 
rences pu — e,, pu — Ci^ pu-—e^ est le carre d’lme fonction 
uniforme. 


47. Effet de I’addition d^une demi-p4riode d Fargument de 
— Dans la formule d’addition ( 67 ) faisons (d=: to, en rcniarquanl 
que pto , p'co =0 et en tenant compte de Texprcssioa ((58) 
de p^-. Nous obtenons 


p(24-pt0 )—61 = 


(ei — e=i)( e\ — ^3) 

p It — ei 


De m^me, en faisant dans la formule d’addition p = to 4 - to' on 
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(; = on trouve 

(e ^— ^i)(<S2— e^) 


p( II -+" to —r- tO^) — ^2 
p(t4 -4- to')— <23 == 


' pll - €2 

(e^ — ei)( es~ e^) 
P ii—ez 


48. Expressions de pu — e\. Fonctions 0 ^ 2 , ^ 3 - —Dans la for- 
inule ( 62 ) etablie pins haut 

:f{u-h 0 ) g'f u — v) 


P w — p 0 = - 


faisons (> = to, nous anrons 


-*^2 n { 


P^^ — Pto =- 


<{lL^ — t0)_ 

J"- IL CO ^ 


mais, d’apres les proprietes de la fonction o', on a 

CS'(u-i- 00) = — 3 ^( 2 ^ — to), 

comme on le voit en cliangeant dans la premiere des formules (22 ) 
u en u — to. On a done 


( 70 ) 

On troiive de meme 


(7oy 


— (O) 

pu — p to = - - • 


r „ , a'-(u — to') 
pzi — p to == - -^. 


O'^t^.G'^to' 


Enfin, dans la relation ( 62 ) faisons p = to -f- to^; il vient 


P — p(tO 4 ~ to') : 


>(^11 —h to •+• to' ) Cf It — to — O)') 


G^2f^a'2(to-f-to') 

oil d’apres la formule (23), dans laquelle on change u en ic —to—to^, 

/ \ ' /N — to -to') 

(71) P U — p( to -H to') = - J, 

^ o'-M o'-(to-h to') 


Les trois differences consid^r^es sont done Lien les carres de 
fonctions uniformes. M. Weierstrass emploie une notation 
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j6 

speciale pour desigDer ces trois fonctions. II fait 


72 ) 



— u) 

-- j 

o'CO 

co'— u) 

CT" ( CO -+- CO ) 

G'fco' — ?/.) 
af(jd' 


Avec ces notations, on a 


73 ) pu — ei = 


? pu — e2 = 


U_ u. 

jU 


PU — Cl) = 


Cf If, 


,, Clio's if )- 

P^« = 4--i 


(74) 


O', u u //. 


le signe a prendre en extrajant la racine est —, comine on le Yoi( 
en multipliant les deux membres par u'^ et faisant Icndre a vers 
zero. On retrouve ainsi, aux notations pres, la formiile clahlic 
directement dans le numero precedent pour la decomposition de 
u en facteurs. 


49. Toute fonction elliptique f{it) aux p^riodes o.co et .> (o' est une 
fonction rationnelle de pw et p'u. — Nous ^tablirons cc llicoirnu^ 
comme une consequence du theoreme d’addition ct do la fonmilc 
de decomposition en elements simples 

f{u) — Dp-r^l^A t,{u — a)-^ Ai p{u — a) — p\ic — a) .. 

la somme ^taEtetendue a tons les p6les. Tout d’abord la fonnulc 
d’addition pour ptf (n» 4o) montre que p{u - a), osl une fonc¬ 
tion rationnelle de ptfetp'^. En differenlianl cctle formulc on 
voit que p'(if —a) est une fonction rationnelle de pu, p'a cl 
u] mais, comme 


^2 
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p^(u — a) est une fonction rationnelle de pu et pUi. On voit de 
meme, en difFerentiant de proclie en proche, que p'\ii — a), ..., 
jpCa' 2 ) gQjjj. jgg fonctions rationnelles de p u et p^u. Restent 

les termes tels que — a). La formule d'addition pour la fonc¬ 
tion ^ (n^ 44) danslaquelle on remplace p par — a donne 


X^{iL — a) — X^u — Xa 


•2 pu~pa ’ 


on a de meme ^(u — Z>), . ,, ^ Z(u — 1), Si Ton porte ces valeurs 
dans la formule de decomposition en elements simples, on voit 
que, dans la somme 


(75) — b) . .~+-LX(u — !), 

etendue a tons les poles, le terme en disparait a cause de la 
relation A -f- B -f-. . . -f- L = o et la somme (^S) est une fonction 
rationnelle de pu et p' u. 

Le theoreme est done demontre. 


Remarque, — Comme on a 

kp^ii — g^_pii — 

on pent, dans une expression rationnelle en p et p^, eliminer toutes 
les puissances de p' superienres a la premiere en remplacant toutes 
les puissances paires de p^ par des poljnomes en p. On met ainsi 
toute fonction rationnelle de p et p' sous la forme 

.p'Q(.p) 

l'N(p)-i-p' Qi(p/ 

ou P, Q, P^, Qi sont des poljmomes entiers en p. 

Multipliant et divisant cette expression par P^ (p) — p' Q^ (p) 
et remplagant p^- parsa valeur en fonction de p, on voit que toute 
fonction rationnelle de p et p^, e’est-a-dire toute fonction elliptique 
pent se mettre sous la forme 

f(u) = H(p)-hp'Ri(p), 

R et Ki etant des fonctions rationnelles. 11 en resulte 

/(-^^)=R(p)-p'Ri(p), 

car p' est impair. 
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Ea particulier, si /(m) estune fonclion paire, /(— u) doit etre 
egal a/(i/) et R, (p) identiquemenl nul. Alors 

/(«) = R(p)- 

Si/(«) est impaire, /(— u) doit etre egal a —/(«<) ct R(p) 
identiquement nul. Alors 

f(u) = p' Ri(J 3 ). 

Ainsi line fonction elliptique paire esL une fonclion rationnellc 
de pa; et une fonction elliptique impaire est egale a une fonclion 
rationnelle de pu multipliee par p’ a. 

Par exempie, p{ 2 u), p{^u), ...,p{nu){n enlier) s’cxprimcnl 
rationnellement en fonction de pu. On a ainsi des formulcs ana¬ 
logues a celles de la multiplication des arcs enTrigonomelric, qu(‘ 
le lecteiir etablira sans peine par I’application rcpeiee de la lor- 
mule d’addition. 

De meme p^ (uu) est egal a p'u multiplie par une fonclion ra- 
tionnelle de p u. 


SO. Remarque sur I’integration d’une fonction elliptique sup- 
posee mise sous la forme d’une fonction rationnelle de j) et jV. — 
Soil la fonction 

f{u) = + U Ri(pa), 


ou, comme precedemment, R et R, designent des fonclions ra- 
tionnelles de pu. On aura 



dll 




ii Ri(,pi4) da. 


La deuxieme integrale du second niembre se ram^nc iminddia- 
tement a I’integrale d’une fonction rationnelle, car si Ton fait 
p 14 = 2 elle devient 

( 2 ) 4 ^ 2 ; 

on sail calculer cetle int^rale. Pour obtenir la premiere integrale 
du second membre, on commencera par decomposer la fonction 
rationnelle R de pw en fractions simples, en considdraut p« 
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comme la variable 


R(p w) = Co-h Cipw-f- C 2 p-z^ -f-.. .-+■ CvP'^?4 

pu — oc'~^ {pit —ccyi ‘ ' * * * p p ’ 

Co, Cl ^ , Cv, A, A^, Ao, . . ., B, . . ,, a, [j, . . . eLant des con- 

stantes. L’integrale de la partie entiere en pu s’obtient aisement, 
car on sail (n^ 31) exprimer p-, p"^u en fonctions li- 
neaires a coefficients constants de pu et de ses derivees p’u^ 
p'^ u, . . ., de sorte qae cette partie entiere s’ecrit 

Go ■+• Cl p -h Go p' "f~ G 3 p" W H- . . . 5 

son integrale est immediatement 

Cq zz — Cl ^ z^ -f- Cop zz -f* Gsp^zz -f-. -. • 

Les integrales des terines siiivants s’obtiennent aussi en decom- 
posanL ces termes en elements simples. Pour cela on determine 
d’abord des cons tan tes < 7 , Z>, .. . telles qiie 

pa = a, p^ = P, 

Nous avons donne (n° 44, formiile 64 ) la decomposition en ele¬ 
ments simples de ———; nous ecrirons cette formule 

^ zz — p P 


( 76 ) 


j)ZZ —pp pp 

On en concliit, en changeant p en a, 


[?(Z/. — PJ — C(zZ-4-(^)-|-2^p]. 


J pu~pa p’a L ^ 


o' (zz — a) 

Cj i^lC ■+■ Cl ) 


• 2 zz^a H- const. 


Differentiant ensuite la formule ( 76 ) par rapport a p et divisant 
par ja'p, on en tire la formule de decomposition en elements 


simples pour - 
rapport a c 
simples de - 


differentiant cette nouvelle formule par 


rapport a p on en tire de meme la decomposition en elements 
:5 • •• et ainsi de suite. Dans ces formules on 


(pzz —pp)3 

fera v = a et Ton en deduira immediatement les integrales 

/ du r dll 


(pa —pa )3 


J • * 
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ol. Entre denx fonctions elliptiques f{u) et aux memes 

periodes existe ime relation alg“ebrique. En efiet, si 1 on lait 

X =/(zOj Y =Mu), 

X et Y sent, d'apres le theoreme du n” 49, des fonctions ration- 

oelles 

(77) X=R(p,p'). Y=Ri(j3,p'), • 

des quantiles pu et p'u liees par la relation 

( 78 ) p'- u = 4 P^ u — g-^^pu — 

L’elimination de p et p' entre les relations ( 77 ) et ( 78 ) donne 
evidemment une relation algebrique entre X et Y 

F(X, Y) = o. 

La courbe (C) definie par cette equation est, en general, du p/'C- 
mier geni'e, C’est ainsi que si Ton fait 

x^pii, y^p'u. 


on a entre .a? etj^ la relation 

4.^3_ 

definissant une cubique (e) sans point double, sauf dans le cas 
de degenerescence. Les coordonnees X et Y d’un point do la 
courbe (C) sent des fonctions rationnelles des coordonnees x el j)* 
d’un point de la cubique (e). 

On pent, en general, indiquer le degre de la relation entre X 
el Y. Si f{u) est d’ordre r el /, (?0 d’ordre la relation 
F(X, Y) = o est de degre en X et de degre r en Y. 

En effet, Xetant donne, laformule 

X =/(zO 

donne, pour r valeurs dans un parallelogramme; a cliacunc do 
ces r valeurs, la formule 
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fait correspondre une seule valeiir de Y. Done a une valeiir de X 
correspondent r valeurs de Y et Tequalion F(X, Y) o est de 
degre r en Y. On voil de meme qu’elie est de deg-re en X. 

Par exemple pu est da second ordre, pUi du troisieme ; aussi 
la relation algebrique entre ces deux fonctions est dii second 
<legre en ja' et du troisieme en p. 

52. Toute fonction elliptique /(u)admet un theoreme d addition 
algebrique. — En effet f{ii) est une fonction rationnelle de pu 
et p' a 

f{a) = R(pi6, p'u). 

De meme 

/( 0 = 

Formant ensuite qni est une fonction rationnelle de 

_ 1 _ et p^(u -h {’), et exprimant 4- p) et 4- <^) en 
fonction de pu, po, p^u, p^c par les formules d’addition, on voit 
qiie/(^^4-<^’) est une fonction rationnelle de pu^ po, p^u, p^r 

/( u r) = pp, p'li, p'p). 

D’aillciirs 

p'-^ a = p^ u — gip a — 

P'~^ = 4P'4 —^opi’ ~.^3. 

L’elimination de pu, po, p4^, p’9 entre les cinq equations pre- 
cedentes fournira une relation algebrique entre f[u-{- 9 ), f{u) 
elf {9), 

La reciproque de ce theoreme est vraie en ce sens que : 

Toute fonction analj'tique uniforme transcendante qui a un 
theoreme d’addition algebrique est necessairement une fonction 
simplement ou doublement periodique. Nous nous bornons a 
enonccrcette proposition, dont la demonstration nous entrainerait 
en dehors du cadre de cct Ouvrage. 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE II. 


1. Demontrer les formuJes suivantes que nous empruntons aux Formules 
et propositions pour I’eniploi des fonctions elliptiques, d’apres Ics Le- 
oons de Weierstrass, redigees par M. Schwarz, traduiles par M. Pade. 

Deginirescence . — Quand u)'= co, w etantfini et different de zero, on a 






On le demontrera en rapprochant les formules des n“ 23 et 37, 

(n 

(z) 

CO 

(4) 

(5) 

(6; 

(7) 


Formules d addition pour pu et consequences. 


p{u±.v) = pu —- ^ = pp — - + P 

■xdu\pu — pv/ ‘ idv\pu — pv, 


Wn-\g.2)i ,pP -p«) + 4.P-^ w- g>-,p„ _ 


—pi’P 

= p„ + (6,p^- I )(p „ - p,.) + 4p3„ _ 
Tt(u±L r^= 2(p // ,p P — 1 ) ( p Ji (; ) 


L r 

4 L — . 


-p w —pp. 


- ■ = 2(P«P^-iA-.)fp« + pp)-/r :.± P'a .p'<. 

p(uztv) 2 (pKpo -H J-^ 2 )i+ - 4 I ),,, 1 , "■ ’ 

p(K-4-n) + p(i( —P)= z (p n p c — - j- g-3)(p ft + p (,)_ 

(P“—p(^)- 


ZT“-J^>Off(p«-pp)=2pc_|l|oo.(j 


x;i‘0g(p«-p, 


(8) 
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9) p(a-H p) —p(?«—(>) = 

10) p(lt-{_p)p(zt_i,) = 


,P ,P ^ 


(pz/. — pp)- dudv 

( p U p P -h ^^2 )- -h ^3 ( ,P P ^ ) 


log(p!i —ppj, 


1 ') 

12 ) 

i3) 

>4} 

15) 


{pu — pvy^ 

ip'(;4zbp)=: [-——-_1 - -;lp'« 

) [(po —p^o^ ‘A (pp —p«;-.r 

±r_l£:ifl!_1 _Ip'., 

L(P« —ppj» 2 (p;« —pp)-^J'' 


2 (p;« —pp) 

4[p(;0-i-p((^) + p(;<H-p)] = (^y^^^^j =1^ 

-p'^ w -f- p) — p'(t') 


p^(z^-4-P)-t-p'(p) p^ 

p(Z4 4-P)— p(p) J ' 


P ZZ — p P 
p U — p P 


Pzz 

P^’ 


p(u-h t;j_p(p) 

p'u 


, j3(Zi-hp) — p'(z^4-p) 

(p 2 j^ 1 c/i 

p(2ZO= -7“^-^- = PZZ — 7 -7-T^<^sP ZZ. 

4p3zz —^opZZ —^3 ** /x du-^ 

Par rinte^ration on deduit de la derniere formule 


(i6) 


c 7 '(' 2 ZZ) Ij'ic T p''zz u( 2 zz) __ , 

O'{‘All) dll A p'll^ d’*ii ~ 

d^ IO 7* ll 

d{Au)= d'*u -T-~—^ = Adii{d' u)^ — Zd-u d' a d''u -h d^ ltd"' u. 


2. Le determinant 



I pu 

p'u 

A = 

I pp 

P'^ 


r p(P 

p^W’ 


on u, p, w sont trois variables independantes, a pour valeur 

cr(p — {v)d( — u) d(u — p ) i' zz H- p -f- cp ) 

{da dv div)'^ 

Pour le demontrer remarquons que ce determinant, considere comme 
une fonction de z/-, est unefonction elliptique d’ordre 3 ayantlepole triple 
zz = o et ies points homologucs. Cette fonction a manifestement les zeros 
p et car si Ton fait zz = p on u= w deux lignes sont identiques. Le 
troisieme zero de la fonction est done liomologue du point — (p -+- (p), car 
la somme des zeros ne differe de la somme des inlinis, qui est nulle, que 
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par lies multiples des periodes. On a done 

— 9 ) (j{u — w) {u V w) 


G designant une constante independante de u. Pour la determiner on mul- 
tipliera par et Ton fera u — o, Le produit tend alors vers Q.(p P — p (p), 
et le second membre tend vers 


Done 


^ W ( 3 '{v iv). 

^ _ p ^ — p ^ 

" ~ o' 0" (p o (e -f- (p) 


Decomposant alors pp — pw en facteurs (n° 43) on a la valour de G et 
Ton obtient la formule indiquee (^). 


3. Fonctions j',, a' 3 . — Les equations 

- ^ II —- ^ 

(i| vp^^“^i=—V/p ;6 —^ 2 = ”—■? sj p w — 

^ u. G It If. 

definissent les trois racines carrees en fonctions uniformes de u. Si I’on 
donne successivement a la variable u les valeurs 


(1>1= CO, CO2 = CO-f- CO'= CO^', CO3 = co^, 

on obtient les equations 



o' co' 
o' CO o' co" 

eOwVco' 
o' CO o' co" ^ 
e-’Oto'g^co" 
o' CO o'co' ’ 


/ei- 


■C?3 = 


^3 = 

v/e3 — 62 - 


o'II CO 
o'CO 

0'3 co" 

. 

O'2 CO' 

e'en' 


o'(o" 
o' CO o' to' 

o' co' o' (o" ^ 

o'to' o'to" ’ 


par lesquelles sont determinees sans ambigu/te les valeurs des six racines 

carrees. Dans Phypotbese que le coefficient de i dans est positif, on a, 
entre ces radicaux, les relations ^ 


(3) 


/^3 — ^2 = — f /e2 — <33 , 
v/^ 3 — ei = fy/ei — 63, 
/e2 — ej = — f eg. 


(0 Pq/eo, pour des formules de 


ce genre, Hermite, Journal de Crelle, t. 8i. 
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Relations entre les carres des fonctions s', s'], s'i, J's- — Les reialior 


V If- ~ n = 


( A = I , o, -J ) 


donnent, par Felimination de pu^ les formules 


\ i! — Cl — \ ^-a = o. 


7\u — :f\ii — €i):^- a — o. 

^\u — s'.] (6' 1 — u ~ o, 

( Co — e <) s'] // -r- ( C;J — Cl) s'! // — ( Cl- Co): 


Differentiations des quotients de fonctions s'. — L’equalion 


p if =- ‘2 


r>. if s-,j. u S'.; u 


(lonne pour les fonctions 


' u ~>uJ< s') 


0 If sV ff y u 


les equations difTerentielles suivantes 


fl y u y^j/f 

dll s'). It s'). If s'/. If 


d ^iJi 

dll y^,ii 


■'<A Z, 


yif z'^jif dll y u 


Exeniples de decompositions en elements simples. 


r ,p II 


^/. f ___ pji _ ffl_ s') q 
i\ii dll dll ^ yIf 


r -- Cv ),p'/^ 

‘A (JW/ Cjxj(,P^^ ""Cv 

in— f'uMn—n) 


I. ff s'./ u d 


d jj, iL d ,/ u du ''' d-j If 
d d'^pi d-^ , 


p If — n 


dll d't li did 


A‘. Soil unc fonction clliptique du second ordre au\ [)eriodes ai 

el ‘lid. Si cette fonction adinct, dans un parallelogramme des i)criodes, u 


scul pole double u~a avee la panic principalc , sa derive 


f{u) admet dans un parallelogramme les trois zeros a = a h- co, ^ =r h- 


m Ct “H W CO Ct 1 on. cl 


A. /ffo \2 


= 9>^)J[?(")— '■?(■?)][?( ")— ?I"',')]- 


A. ET L. 
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Ces theoremes se deniontrent soil en exprimant cp(it) & I’aide de 


soil en remarquant que 

9 (2« — It) — 'f 

d'ou, en clifierentiant, 

o'(‘ia — u) = — 


relation qui monlre que ?'(!«) s'annule pour u « -'!, car die 

lionne, par exemple. !p'(x) = —<?'(«)• , / , •,•1 , 

Si sfKia. dans un parallelogramme, deux poles simples «et dc rosidus 

et — admet dans un parallelogramme quatro zeros 


et Ton a 


a b 

cf b 

Uo = - - -f- 

‘2 

a — b , 

u > --h w 

{[ A- b , 

ll, z=z - --h CO -h w , 

2 


ll)— —fCt's)] 


x[9( «) —r( " 3 )][?(«) — ?("'. )!• 


On le deraontrera en etablissant la relation 


et, par dilferentiation, 


’:ji a b — it)= (d{u) 
o'{a -h b — u)=z~ o'{u ). 


5. Demontrer que Ton a, quels que soient les argumeiUs a, c, d, la 
relation 

a -h b) — 6) 3'(c H- r/) :r'(c — d) 

— { a -- c) zi {a — c) z'ib d) — d) 

-i- cr'ft -T” d) Zi {Cl — d) zi*(^b •+• c) ‘di^b — c ), 


designee quelquefois sous le nom equation d U'ois tennes. — Kile re- 
sulte de I’identite 


(A —B)(C-D)-(A —G}(B —D)-f-(iV- D)(B —G)=:o, 
oil Ton fait 

A = pft, B = pb, G=pc, D = pd 
et de la formule 

crfft (0 Ct'fft — p) 

7/ — I'l 0 — _^^_ ' 


6 . Demontrer qu’il existe une relation lincaire et Iiomogene entrc les 
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fonctions 

:/{r/-i- a) j'{ a), :f(u-^c’)a'( u — c). 

La fonction 


V o'(ii d] :7'(i/ — 6 }— c) 
a'( u a) :f(a — a) 

est une foncLion doublement periodique ayant deux poles dans un paralle- 
logramme des periodes; on pent determiner le rapport des constantes P 
ct Q de facon quo le numerateur s’annule pour z/; = P et Q etant ainsi 
determines, la fonction se reduit a une constante. 

On retrouve ainsi la relation precedente. 





CHAPITRE III. 

ETUDE DES VALEERS REELLES DE jh. LORSQUE ... EST REEL 

ET PUREMENT IMAGINAIRE. APPLICATIONS. 


ol. Dans la tlieorie generale qiie nous venons crcxposcr, les 
pmodes 2coel2b}' sont des constantes imaginaircs cpiclconqucs, 
assujetties ala seule condition que leiir rapport soil inraginairc. 
Un cas particiilier des plus impoiTantSj qui se prescnlc frcqiKnn- 
menl dans les applications^ esL le cas ou Tune clcs p^riodcs ‘mo 
est reelle et I’autre 2 w' purement imaginairc, c’csl-a-dire dgalc an 
produit de i par iin nombre reel. Comme on ])cul. Lou jours 
changer le signe des periodes, on pent prendre 2co positif, alors -j. (o' 

lUant suppose purement imaginaire, sera positif aussi, car 

nous avons fait la convention que, dans le rapport le coefncienl 
de i esl positif. 

C’est ce cas que nous allons examiner en detail, pour fair(‘ 
ensiiile quelques applications geomelriques et mecanlqucs. Oour 
que ce cas se presente, il faiit et il suffil que les racincs ^1, r’.j, 
soienl reelles. 

J T' ' 

L — VALEURS REELLES DE pit QUAXD to ET — SONT REELS ET DOSITU'S. 

Les invariants ^2 et ^3 sont alors reels. — Si Ton suppo.se <-> 
et Y reels et posilifs, les invariants 

^2=a’-.3.5^’-r, .1^3=2^5.72'^., 

iV = 2;?ltO 4- 2 7210', 

sont reds. £0 A IOUIg VsIguI* Oflil'G dc (T’ COI'fG.Sj)OITl(l 

pour (P une valeur imaginaire conjugate, puisqu’en changeaut le 
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signe de ii on change ie signe du coefllcieiit de i, Dans chaciine 
des series precedentes, ies termes qui correspondent a deiixvaleiirs 
iinaginaires conjugiiees de iv ont une soinme reelle : on en concliU 
que go 5':i sont reels. 

53 . Valours reelles de rargument. — En raisonnant de meme 
pour chacLine des series 

^ — iv)- ip-j ■’ — a')-> 

ou I’on suppose u reel, on reconnait que p eL p' a sont reelles 
([uand I’argument u est reel. 

Les valeurs de u qni rendent la derivee niille ou infinie sont de 
la forme 

nil C'j NI 


/??! et /?^ etant des nombres en tiers. 

I"' Lorsque u croit de o a 03 par valeurs reelles, p'ii varie d’une 
nianiere continue et ne change pas de signe; pour ii positif el tres 
petit p'li est tres grande, en valeur absolue, et negative puisque sa 
valeur principale est 

2 

~~ i?’ 

pour u = io, p’u s’annule. 

Done, quand u croit de o a co, la derivee est constamment ne¬ 
gative, et elle passe par toute valeur negative; la fonction pa 
decroit constamment depiiis -hoo jusqii’a pco = ei. Cette valeur ei 
est reelle. 

L’equation 

p'2 a = If,— p U — 

montre alors que a croissant de o a to, e’est-a-dire pu decroissant 
de CO a , le polynome 4 — S'2 P s’annule que pour 

11 = io e’esL-a-dire pour pu =ei. Le polynome 4^'* — g2^ — 
n’a done pas de racine reelle superieure a e, : la plus grande 
racine de ce poijnome est la valeur que prend pu^ quand u egale 
la demi-periode reelle. 

L’argument u variant toujours de 0 a to, p^« est negatif, et Ton a. 



oLi, en posant x=^pii^ 


Gomnic x decroit dc x- a Q\ (juand it croiL dc o u co, on a, on 
integrant par rapport a de o a oj et par rapport a x dc co a c.\ , 
par valeurs reelles, 

dx 

sj— - g-i, 

Snpposons maintenant qiie u est rdel mais n’csl plus coinpris 
entre o et o). Les egalites 

p(— U) = pa, p'(— a)=~-])'a 


montrent d’abord que, quand vaide entre — co ct o, p it cst I'ccl 
et plus grande que pUi est positive et prcnd toutcs Ics vabnirs 
positives. 

On peut toiijours ramener un argument reel a etre coinpris 
entre — w et to, en retrancliant de cet argument an multi[)l(! do la 
periode 2to; les resultats precedents s’enoncent ainsi : 

Quand Vargument u est reel La fonction pa et su derlvce p ii 
soiit reelles. La valeur de pu est plus grande que et le signe 
de phi est celid de (— si Von a 

mto < 1) to, 

m Hunt un nombre entier. 


34 . Argument purement imaginaire. — Quand Pargument u esl, 
purement imaginaire, la fonction pzz est reelle et p^ a purenieni 
imaginaire. C'est ce qu’on voit immediatemenl en se rcportanl 
aux series. En effet, si Ton fait a =:zV, en supposant v reel, la 
serie pu donne 


p(iV|o), u)') =— JL 
r- 


I 

p- 



i 

(tV -h wp 
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Dans cette derniere serie iiv = 2 iJii2 c ; elle definit 
done, ail signe pres, la fonction jd(u) construite avec les periodes 
et ou avec les periodes — ioj' el zco, car on pent changer 
ie signe d’une des periodes. On a done 

(2) P(?V|C0, CU')=:—y, /fto). 

La fonction p(^V|<D, oj'), oh rargument est purement imagi- 
naire, est ainsi ramenee a une autre fonction p a argument reel v, 

construite avec les periodes y et fw dont la premiere est encore 

reelle et la seconde purement imaginaire avec un coefficient de i 
positif. Done, qiiand u est purement imaginaire, p{u) est reelle. 

Cette formule (2) est an cas particulier des formules d’homoge- 
neite etablies an n® 36 : on I’obtiendrait en prenant p = i. 

Les noLiveaux invariants relatifs aux nouvelles periodes ~ et /cd 

se deduisent des expressions (i) en y reniplacant w par ftu; ils sont 
done egaux a ^‘o et a —^'3. On pent done ecrire aussi 

p(i^i ^3) = —p(^^; 

Si Ton prend les derivees par rapport a 0 dans les relations (2) 
et ( 3 ) on a 

p'(iV|w, oV) = tp'l^p jj ioij, 

P'(h^; ^2, ^3)= ^2, —.^^3). 

Done, quand u est purement imaginaire, p'{u) est purement 
imaginaire. 

La fonction jj/= p ^3 <D^=z:p(v; ^'2, —53) verifie Tequation 

(^) ~ ss-, 

le polynome en y qui est dans le second membre admetpour ra- 
cines —Ci, —eo? —D’apres ce que nous avons vu dans le 
num^ro precedent, quand varie par valeurs reelles de 0 a la 

demi-periode r6elle lanouvelle fonctionp(p) d^croit conslam- 
ment par valeurs reelles de 00 a p^ Y Y? qui est la plus grande 



racine ■ 


i n 
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-e. du poknome — §'2/ + S'^' ^ 

ir _ 


i-f 




?'2f -+- o3 


Done, quand u = iv varie par valeurs purement imaginaircs 
de o a 0/. la fonction j w, w'))^ y. /(o'), 


croit conslamment par valeurs reelles de — co a jo(co'[co, (o'), 
c'esl-a-dire de —co a la plus petite racine e-i du polj'nouK; 


4^’’^ — ^ 2 ’^' — r'3* , 

D\me facon generale, en appliquant a la fonclion p , <0^ (a. 

a sa derivee ce que nous avons vu dans le numero precedent pom* 
un argument reel, on a le resultat siiivanL : 


Quand I'argument u est purement imaginaire^ la. fonc¬ 
tion pu est reelle etp'ii est purement imaginaire, la valeur dc 

la fonction pu est negative et toujours inferieure a ; I p'(u) 
a le signe de {— si Von a 


ni 


co' u 


“ < ~r < ( 4- I) 

L I 


co' 

i 


m etant un nombre entier. 


00. Racines ^3* — Parmi les racines du poljnomc 

ix^ — g.j.x —^3 la plus grande et la plus petite sontdonc 

ei = p((o|(o, co'), ^3 = p(co'|co, co'}. 

Ces deux racines etant reelles et les invariants g.y ct ^>*3 ctaut 
reels, la troisieme racine eo est reelle aiissi: elle est comprise ciitrc 
les deux precedentes et a pour valeurs 

^2 ~ P ( W -f- co' [ co, co'). 

Aidsi, en designant, comme nous I’avons fait, par e,, ^3 los 

racines qui correspondent aux demi-p^riodes co, (o + w', w', on a 

^i> e2> es- 

56. Autres valenrs de u rendant p« r^eUe. - Nous Irouvcrons 
dautres valeurs de i’argument faisant prendre a la fonction dcs 
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valeiirs reelles eii considerant les developpements de j3({£ + o/) 
el de 4- co). 


Argument h~ co', u etant reel. — D’apres la definition 
ineaie de p on a 


j) (li 


- 2 [ 


( u - - acu — vto' j- 


( ;j!.w 



[X ■==. o, 



Lorsque u est reel, si Ton change v en — v dans un terme ima- 
g’inaire de la serie, on obtient un autre terme imaginaire conjiigue 
du precedent et la somme de ces deux termes est reelle. Done 
p(w-}-- 03 ') est reel quand u est reel. On voit, de ineme, qiie la 
derivee 

])’ { u (.0 ) ~ — 2 "V--r-- 

^ [a — — vw 

est reelle. 

Quand u croit par valeurs reelles de o a 03 , u 4- 03' varie de to' 
a CO 4“ to^ el p^( 4- ne devient ni iiiii, ni infini, sauf pour les 

valeurs extremes qui annulent touLes deux p'(z^4-to^). Ainsi 
p^(?^4*“toQ garde un signe constant : p(z^4-to') varie toujours 
(Ians Ic meme sens. Or, la valeur de cette fonction pour u = o 
est ; pour u = co^ elle est e^. Done p(?^4“to') croit constam- 
ment de a <^2- 

D'apres cela, le signe constant de la derivcie est le signe 4-. 
Comme cette dtAivee part de zero pour revenir a zero et restc finie 
clle a un maximum. 


slinsi, quand u croit de o d to, p(a4“W^) est reel et croU 
de (?3 d (?2j‘ l^f' dericee p'{u--\-o^') est reelle^ positive et inferieure 
d un certain maximum. 


On en conclul line seconde expression de la periode reelle !2co. 
En effet, en faisant 

p(zi H- to') = X, 

on a 

, dx 

d Li — “pr-rrrrrr^^ j 

g,x ~ ffi 


el quand u varie de o a w, x varie de e-i a eo par valeurs reelles; 
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on a done, en integrant par rapport a dc o a co, ct par rapport 


a X de e-i a 


w 


/ 


dx 

gt X 


Argument — t etant reel. — Considcrons cn(ia lui 
ar^iiniont dc la forme — to -1- it^ t etant reel. Dans la forniulc: 

p ( fV I to, to' ) = — ,P / V j -r- ^ /- to^ , 


taisons IV " — to + 


P(— “ 


iVlti), m') = —]’ 


/ "h to i 


to 

/ 



la fonclion cfui est dans le second membre rcnlrc, a un chani^e- 
mentde notation pres, dans le cas precedent. 

Quand t varie de o a y cette fonclion varic constanmient dans 

le memesens : il en est dememede la fonclion j)(—toH-/ 7 |(.), d)^); 
or, cette fonction part de e\ pour arriver a Co 5 <^dle decroil dont* 
constamment. Sa derivee prise par rapport a /, ip’ co -p- it j t,)^ (,/) 
est negative et, comme elle part dc zero pour arrivtu' a zei'o, cll(‘ 
reste superieure a un certain minimum. 

A insi, quand t varie de o dj, j) (— oj + it) decroil de e , d i 

^p'(—CO-4-fO est negative et reste supc/'ieure d tin cerUtit) 
minimum. 


Comme 

p(to -H i/1 to, to ') = J) (— to -1- it I ( 0 , to'), 

le meme resultat s’applique aux fonctions 

p(to-ht:^) et /p'(to™h//). 

Remajque. Nous venons de Lrouver des valours dt^ tt pour 
lesquelles la valeur de la fonction csl r^ellc cl nous avotis dcjii 

reconnu que, dans le cas actucl oil Ics quantiles lo oi soul 

reelles, la fonction pu pent prendre unc valeur rdcllcipiclconque. 
Les autres valeurs de rargument, pour lesquelles la fonclion 
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prend des valeurs reelles, peuvent se dedaire des precedenLes, en 
remarquant que I’eqiiation 

ontrame (n° 43 ) 

u = ±. 

H des multiples pres des periodes. 

o 7 . Resume. — Considerons le rectangle de sommels coj 
CO - 1 - co', co^ Quand I’argument u decrit le contour de ce rectangle 
dans le sens o, co, co+co^, co', o, la fonction pu est reelle et 
diininiie constamment de -f- co a — co: 

1° Quand u va de o an sommet cOj pu est reelle et decroit de >x 
a Ci ; p’ii est negative. 

Quand u va de co a oj', pu decroit de a p'u est pure- 
iiient imaginaire positive. 

3 ^ La variable ii allant de oj -h co' a co', pu decroit de a e.j, 
pUi est reelle et positive. 

4 '" Enfin u revenant de co' a o, decroit de a — x; p’a est 
purement imaginaire negative. 

En tout point pris dans le rectangle pu est imaginaire. 

n. — firUDE DE LA CUBIQUE DEFINIE PAR LES EQUATIONS iT = pZC, JK = p'cc. 

LEMNISCATE. 

S 8 . Gas gtoeral. — Considerons la cubique ayant pour equation 

ou ^*2 et ^*3 designent des constantes donnees quelconques. On 
demontre, en Geometric analjtiqiie, que Ton peut, par une pro¬ 
jection centralc ou perspective, ramener I’equation de toute 
coiirbe du troisierae ordre a cette forme. 

Construisons lafonction g'o? g^) \ nous pourrons exprimer 

les coordonnees d’un point de la coiirbe (i) en fonction d’un 
parametre en posant 

(2) = j = 

A. cliaqiie valeur de a repond alors im point de la courbe, car 
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7ij 

les fonctions p el p' sent uniformes : ce pouil rcslc lo mtune 
quand on ajoiUe a u des multiples des periodes 2(o cl aco'. Rcc- 
proqnemenl, a chaque point (x, /) de la courbe repond, dans un 
narallelogramme des periodes, line seule valear dc n. En cflol, .r 
fHant donne seul, reqiiatioii 

:r “ ,p(zO 

donee, pour deux valeurs Ui el — el Ionics los valours 
homologues : comme la fooclioii p'u csl iinpaire, a c(‘s (lcu\ 
sjslemes de valeurs de ii, correspondent deux valeurs dey egah^s 
el de signes contraires; ce sont les deux valeurs cjuc I oii lircraildi* 
Tequation (i). Si Ton fait choix d’unc de ccs valeurs dc il lui 
correspond done une seule valeur de ?/, i/1 par cxcmplc‘, cL les v;i~ 
leiirs homologues. La proposition cst etablic. 

On a ainsi une representation parametrique parfaitc dc la 
courbe. 

o 9 . Condition pour que trois points soient en ligne droite. — 
Soient Mi, M.^, M3 les trois points ou une droite qiie!cou(|uc 

y — .r ~ b " i) 

coupe la courbe. Les valeurs siluees dans un parallclo- 

gramme elementaire et correspondant a ces trois poinls, sorH ra- 
cines de Tequation 

p'n — ap ii — r:= o, 

Le premier membre de cette equation cst imc fonclion (dbp- 
tique d’ordre 3 : elle a, dans un parallelograrnmc clcnientainj, 
trois zeros et un infini triple hoinologue du point 

// “ o; d’apres le theoreme de Liouville, on a done 

( 3 ) Ui + zfo -+- ^3 ” n 10 H- /?/ Cl)', 

n et n' etant des entiers. 

Cette condition qui est necessaire pour (pic les trois poiiUs 
correspondant a Wi, soient en ligne droite, csl su(Jts(inUt. 

En elfet, soient Mi, M2, M3 les trois points correspondant au\ 
trois valeurs U\^ Joignons les deux premiers par une 

droite et appelons Mg le point oii cette droite coupe la cubi(]iic 
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el u.^ le paramelre correspondant. Les trois points M,, M:>, MJ. 
elan I en ligne droilCj on a 

III -h Ko-t- Li-^ ~ ‘xm vj -h xm'M . 

m et m' enliers. En comparant a la relation ( 3 ) supposee verifiee. 
on voit que u’.^ ne differe de Uz que par des multiples des periodes ; 
done M3 coincide avec M3 et les trois points consideres sont en 
ligne droite. 


CO. Formule d^addition. — La relation ( 3 ) permet de retrouver 
la forniLile d’addition de pu. Si I’on appelle ii et r les paranietres 
de deux points de la courbe, le point en ligne droite avec les 
deux premiers correspond a la valeur — da paramelre. 

D’apres cela, les abscisses des trois points d’intersection de la 
cu] 3 ique avec une droite peuvent etre represen tees par 

el les ordonnees par 

j)'e, jj' a, — j)'( u -f- i'). 

L'equation aiix a* des points d’intersection csl 

I" ( x) rx 4 — g-i X — — {ax-\~b)~—(d. 


On voil d’abord quo la somme des racines est ce qui donne 
la relation 

, a- 

J) // -H p V -I- j) ( li V) = 


a laquclle il faul joindrq l\ine des suivanlcs 

_ p'^^ — ___ ——,p'^’ _ — p'(l/-h(') — ,pL/ 

j)«. — j)e ” p(?/H-r) — j)r “ jqr) - p 

oblenues en determinant le coefficient angulaire de la droilc au 
moyen des coordonnees de deux de ses points. 

En eliminant a on troiive le tbeoreme d’addition 


pu -+-pe-hp(^^-h e) = 


1 y_ 

4 / * 


On peat dediiire de la meme equation F(^) = o une autre 
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formiile d’addiLion donnantune expression du produit 
qiii est ires sou vent utile. Posons 

Ti=pi>, Xi=pU, p(ll-^ i’)] 

nous aurons I’idenlite 

4 a -3 ^ bf^ 4 {x — Xi){x — x,){x — .r,-, )> 

Prenons les derivees des deux meinbres puis faisons x = 
nous troiiverons 

vix\~ gi— ^^{axi-^ h) = \ Xi){ x-^ — x'l ), 
oil, en introduisant les valeurs de lafonction p et se rappclanl cpu' 

p'ff — 

a = - - - - 

— J)p 

En particulier, si a = o, on a Tegalite 

= (.r, —ri)('.r3 —./-i), 

qui donne une interpretation geometrique dcla sccondc dcudvec/Zo 
et permet de trouver son signe quand cllc est rcellc. 

^Idditioii d Line denii-periode. — Ces considerations donncnt 
line signification geometrique simple aux formulcs d’addiiion 
d’une demi-periode etablies dans le n" 47. On les oblienl, cn cou- 
pant la courbe par une secante passanl par un dcs points ou die 
rencontreI’axe Ox. Ces points A,, A,, A, ontpour coordonndcs 
y ~ Q avec 

x~ei, X =z a, x — c-,i. 

ns correspondent aux valeurs to, « + co', w' dc I’argumcnl u. 
done on coupe par une secante joignant le point 

-'^1(7 =0 , .v = e ,) 

correspondant 4 la valeur to du paramdre a un point M' dc la 
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courbe correspondant a la vaUur u dii parametre, cette secanle 
coupe la courbe en un troisieme point ]\F correspondant a une 
valeur u" telle que 

to -h ZZ H- ll" = '2 Ji to -T- 2 zi'to', 

et, en n^gligeant des multiples de periodes, on pent prendre 
a”:=z — (zz 4 - to). Ainsi les abscisses des points ib et IVF sont 

a-" — p(zz.-i-to ). 

D’autre part, en conpantla courbe 

j2=: — ei)(x — e.i)ix — ez) 

par une secante issue du point A, 

y =: ,n{x — ei), 

on a, pour determiner les abscisses x' et ^ I’equalion 

ni-iX — ) = 4 ix — e{){x — <2;}). 

Si dans cette equation on considerc x — comme Finconnue, 
le produit des racines (x — ) a pour valeur 

{x'~ ei )( x"— ) — (eY—e.ye^ — e-i). 

On a done, d’apres les valeurs de x^ et 

[P —ei][pCZi-f- 03) — ei] = (ei-~e-2)(yi— e^), 

ce qui est une des formules etablies dans le n°47. On obtiendrait 
dc meme les deux autres en coupant par une secante passant par 
Fun des points Ao ou A 3 . 


61 . Tangentes menees d’un point de la courbe. Menons Ja 
tangente a la courbe au point dont le parametre est cette tan- 
gente rencontre encore la courbe en iin point; soit ^ le parametre 
de ce point. On a, d’apres la condition qui exprime que trois 
points sont en ligne droite, 


p -h 2 u = 2 n (0 -f~ 2 /i' to'. 

On en deduit 

_ P 2/Z to -h 2/z'03' 
” 2 2 



“8 
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foninile d’adJilion donnantiine expression du produil 

(p —p(0[p(zt-t-p)--pp], 

c|in est Ires soiivent ulile. Posons 

.ri = pp, x.— pu, xz~p{u-+-v)] 

noos aurons I’identite 

4 .2*3 _ — ^3 •-- ( )2 -= 4 () (.r — .^3 V 

Prenons les derivees des deux membrcs puis faisons .r 
nous trouverons 

vix] — gi~ ‘ia{axi-^b) = \{Ti—x^){x-;^ —x^), 
ouj en introduisant les valeiirs de lafonction p ct sc rappclanl qii(‘ 

.,^f J) u ~ p p) [ J) (a -i- r) - J) r J = jr _ J)' P, 

p'ff _ 1)^1 

a =z ^- 

p ic — p 

En parliculiei', si a = o, on a I’dgalito 

p"p = (Ti —r,)('.r3 —.r,), 

qui donne nne interpretationgeom<5tnque clcla sccondc dcrivdc '/o 
et permet de trouver son signe quand ellc est rocllc. 

AddiUon dhine demi-pdriode. — Ces considerations clonncni 
line signification geometrique simple aux formulcs (raddilion 
d’une demi-p^riode etablies dans le n" 47. On les obticnt cn con- 
pant la courbe par une si5cante passant par un dcs points ou cllc 
rencontre I’axe Oat. Ces points A„ A„ A, ont ponr coorclonnces 
J = 0 avec 

X — a, . 2 =^ 3 . 

Hs correspondent aux valeurs co, co + co', (o' dc I’argumcnt u. 
bt done on coupe par une secanie joignant Ic point 

Ai(r =0 , = ei ) 

correspondant a la valeur ca du parametre a un point M' dc la 
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courbe correspondant a la valeiir u dii paramcHre, cette secante 
coupe la courbe en un troisieme point RF coiTespondant a une 
valeur z/" telle que 

(Ji -i- U u" = '2 n OJ -f- 2 

et, en negligeant des multiples de perlodes, on pent prendre 
— (?/-}- to). Ainsi les abscisses des points W et M" sont 

D’autre part, en coupantla courbe 

j2 — _ ei)(.r — e2)(x — es) 

par une secante issue du point A| 

on a, pour determiner les abscisses x' elx'^^ Pequatioii 
/??-( .r — Cl) = 4 (.r —- 6-2) (3? — e;j)- 

Si dans cette equation on considered — Ci comme rinconnue, 
le produit des racines (x — — e,) a pour valeur 

(j/— Cl)( .r"~- t'l ) = (ei~e. 2 '){ ci-e-i). 

On a done, d’apres les valeurs de et x\ 

[P u — e^][p(u-i- 0)) — ei]=^ (ei — e2)(ei — e^), 

ce qiii est une des formules etablies dans le n® 47 . On obtiendralt 
de meme les deux autres en coupant par une secante passant par 
Pun des points A2 ou A3. 

61 . Tangentes menees d’un point de la courbe. — Menons la 
tangenle a la courbe au point dont le parametre est a, cette tan- 
gente rencontre encore la courbe en un point; soit le parametre 
de ce point. On a, d’apres la condition qui exprime que trois 
points sont en ligne droite, 

V -h 2 If = 2 no) 4- 2 a'to'. 

On en deduit 
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Dans cetle formule, on pent donner a el ii! loiUes les valours 
oiitiores; mais deux valeurs de u qiii different par des multiples 
de 2w et 2 0)' donnent le meme point de la courbc; il siiffil done 
de donner a n et /?' les valeurs o et i associces de Louies Ics ma¬ 
il ieres possibles. On a ainsi les qiiatre valeurs de u 

V r ^ 

Done, par un point pris sur la courbe, on peat (ui incner, cn 
general, qiiatre tangentes distinctes de la tangente an point eon- 
si derd. 

Points crinflexion, ~ Comme autre application, cbcrcbons 
ies points d'inflexion. Si u est le parametre dbm point ddnilcxion, 
la langente d'indexion coupe la courbe co trois jminls eon- 
fondiis avec celiii-la; il faudra done fairc dans (i), a des iniil- 
fiples pres des periodes, 


d'oii 


Hi = 11-2 ~ Ks = l( ; 


,, _ '?.n'It)' 


Dans cette formule, on peul donner a n ct n Loutes les valours 
enlieres; mais deux valeurs de ic qui different par des nuilliples 
de 2 0) el 20)' donnent le mdme point d mdexion. 11 suffit done dr. 
donner an et /iMes valeurs o, i el 2 associccs de loutes ies ma~ 
meres possibles. On trouve ainsi ; 2 ^;//poinLs ddnllexion dont l<^s 
parametres sont donnes par le Tableau suivanl, od desigr.H^ 

la valeurde « correspondant a nn choix determine des cnlieits // 
et /?' : 


^0,0 = 

0. 

2 to 

Z/0,1 -TT"? 

No .) rr: 

4 to' 



0 


3 

^ 0,0 = 

2 0) 

2 to -4- 9. to' 


2 to - 1 - 1 U)' 


0 

3 

= 

4 oj 

3 

4 2 to ' 

1(2, 

4 to -f~ ( (o' 


Ces points sont trois a irois en ligne droile; la droilc, (lui ioi,,, 
deux quelconques d’entre eux, passe par un troisieme; on a, par 




exemple, 

0,0 "T~ ^^1,1 ^^2,2 “ 2 CO -r- 2 CO^ 

Le premier point z/o,o est rejete a Finfini dans la direction 
de 

6 !^. Condition pour que 3 /i points de la cubique soient sur une 
courbe d’ordre n. — Gherchons d’abord la condition pour que six 
points de la cubique soient sur une conique. 

Si Fon coupe la cubique par une conique 

A.r- -4- 2 B .ry Cy- -h 2Dx -y 2 Ey h- F — o, 

lA'quation qui determine les parametres des points d’inlcrseclion 
s’obtiendra en reniplacant sc el y par pu et par p u. Le premier 
membre de cette equation est une fonction doublement periodiqne 
qui, dans un parallelogTamine elementaire comprenant Forigine, 
admet zeu'o comme pole d’ordre 6 cL n’admet pas d’autre pole; 
Fequation admet done six racines 38 et 39 ) et la somme de ces 
racines est nulle, a des multiples pres des periodcs. 

Alnsi la condition necessaire pour que six points de la cubique 
soient sur une conique est que les parametres de ces six points ve- 
rilienl Fegalite 

a 1 -r- H-i -f- CC;{ CO, -f- /C.; H- CC,; = 2 fl (0 -f- 2 /C ' (o'. 

La condition est siiflisante car si elle est remplie, la conique, 
passant par les cinq premiers points, coupe la cubique en iin 
slxiemc point dont le parainetre doit etre congruent a Uq. 

On obtiendrait, de meme, la condition pour que 3 /? points de 
la cubique soient sur une courbe d’ordre Ji. Cette condition est 

II l~r- Ui-\~ . . . -f- U’^n U. 

Far exemple, une autre cubique coupe la cubique donnee en 
ncLif points qui doivent etre assujettis a une condition, puisque, 
par neuf points donnes, il ne passe, en general, qiFune seulc 
cubique. Le tlieorcme precedent exprime cette condition de la 
(aeon la plus simple. 

Ce theoreme a de tres nombreuses applications geonietriqnes, 
nous CO donnerons seulement quelqiies excmples. 

A. ET r.. 


G 



Applications. — Lorsque six des neufs poials d inLerscclion 
de deux cuLiques appartiennent a une meme coulqiic les Lrois 

aiitres points sont en ligne droite. 

En effet, soient • • •: les parametres dcs ncui poinlb 

suivant lesquels la cubiqiie donnee est coiipec par luie autre 
eiibique, on a la condition 

Ui-T' Ui-\- . . .-+* Wg ^ 

oil, comme dans tout ce qiii suit, le signe = Indiquc qiic I’dgaliu' a 
lieu d des multiples de periodes pres. Supposons quc Ics six 
premiers points appartiennent a une menie conique, on aura cetle 
autre condition 

Ui-h" l(0 -i- , . , IC{^ ^ 0 ^ 

ill I'on deduit de ces deux conditions Fegallte 

Us-h U<i^O, 

([ui exprime bien queles trois derniers points sont cn lignc droiU'. 
Le theoreme est done demontre. 

2^ Si I’on considere une conique variable passant par quaha' 
points fixes pris sur une cubiquej la droite qui joint Ics deux 
points d’intersection mobiles passe par un point fixe do la cul)i(|U(‘. 

Soient ihf Uin Uq les parametres des six points d’in¬ 

tersection, les quatre premiers se rapportant aux points fixes. 
Posons 

U!t.= r j 

e est une constante. La relation qui exprime quc les six points 
consideres de la cubique sont sur une conique devient 

p H- o; 

elle exprime que les points dont les parametres sont ?/-->, ct 
sont en ligne droite. Comme e est le parametre d’lin point (ixe, la 
proposition se trouve demontr^e. 

Courbes de contact. — Les applications suivantes sont relatives 
a des courbes de contact, e’est-a-dire a des courbes qui ont avee la 
cubique plusieurs points d’intersection confondus. 

3 ® Considerons d’abord des coniques trois fois tangerites a la 
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ciibiqiie; si Ton designe les parametres cles points de contact par 
z/,, z/o, z/3 on doit avoir 


oil bien 


2 LCi 4- 2 11-2 -T- 2 U-i — 2 II CO 4- 2 ll' CO^ 


III 4 - U 2 -f- U-i = JlO) 4- It to'\ 


il suffit de donner a chaciin des nombres entiers /z et /I'les valeiirs 
de o et I. 

Si Ton prend 

il = (), ll' = o. 


I’egalite exprime que les trois points sont en ligne droite. C’est 
le cas oil ]a coniqiie se reduit a une droite double; ecartons ce cas; 
il reste trois families de coniques correspondant aux relations 


III 4 - ZZ 24 - u-i CO, 

III 4 - U 2 -~ z/;j CO^ 

Ui 4 - Hi 4 - fZ;5 CO 4 - Co'. 


On pent done clioisir arbilrairement deux des points de contact 
pour chaqiie conique d’unc famille. Prenons une conique, dc la 
premiere famille par exemple; si Ton fait passer une conique par 
les trois points de contact a.,, ^3, elle rencontrera encore la 
cubique cn trois points ?//., et Ton aura 

III "t- ZZ;; ll\ 4" ll'.^ 4- ll '.^ = 2 H CO 4“ 2 II’ to'. 


De cette relation et de la condition deja verlfiee par 
on dediiit 


if-2, 


■ If 


™ ( 0 , 


et Ton voit que les trois noiiveaux points sont aussi les points de 
contact d\ine conique trois fois tangenteala cubique appartenant 
a la me me famille. 

/\^ Clierchons encore les points de la cubique ou la conique oscii- 
latrlce a un contact du cinquieme ordre, ou, ce qui revient au 
mcme, les coniques qui rencontrent la cubique en six points con- 
fondus. 

On doit avoir pour le parametre du point de contact 


6 ll = ‘in CO 4- III'to', 





on Dieo 


n , 

u = V ‘iCO -f- — • 

b G 

ChacuQ des Qombres entiers n et ii peut prendre Louies Ics va- 
leiirs de o a 5j ce qui donne 6-= 36 points. 

On trouve parmi ces points les neuf points d’inflexion qu’on 
oblient eii considerant les tangentesd^inflexion comme dcs droiLes 
doubles, puis 

points de contact de veritables coniques surosculatriccs. Ccs 
points sont six par six sar des coniques. 


03. Cas particulier ou o) et y sont reels. Forme de la courbe. 
Nature de Fargument donnant des points reels. — Nous allous 
iiiaintenant examiner le cas particulier oii co ct y sont reels, de 

facon a avoir une representation geonietriqiie des resultats du 
paragrapbe precedent. Dans ce cas, la courbe a pour e(|uation 

y-== {(.r—^,)(.r-eoV.r 

Oil (?!, <?o, ^3 sont reels et ranges par ordre dc grandeur de- 
eroissante. Pour qiiejp soil reel il fauL que x soil compris enlre 
et e.> ou plus grand que Ci, On voit immMiatement que la courbe 
esl formee d’une ovale A3 Ao et d’une branclic inOnie A, de nature 
parabolique, surlaquelle la tangente tend a devenir parallelc a O r 

5)- 

Cherchons quelles valeurs il faul donner a u pour oblcnir les 
point reels de la courbe. D’abord, pour obtenir les points dc la 
branclie infinie, il faul donner a ii des valeurs faisant varicr x d(‘ 
a H-co, e’est-a-dire des valeurs reelles. Puis, pour obtenir les 
points de Fovale, il faut donner a u des valeurs faisant varicr .r 
de C:, a Co, e’est-a-dire des valeurs de la forme a 4 - 03^, u elan I reel. 

On peut facilement suivre sur la courbe la marclie du point 
(x, j) quand Fargument prend ces deux systemes de valeurs. 

Supposons d’abord reel; il suffit, a cause de la periodic'ite, de 
le fame varier de — to a + w, en remarquaiU (pic des valeurs dc (f 
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egales et de signes contraires donnent des points de la courbe sy- 
metriques par rapport a Ox. Qiiand ii croft de o a 03 , ^ decroft 
de -+* CO a e,, jK croft de — co a o : on a done la branche infinie de 
courbe situee au-dessoiis de et Tenant aboutir au point Aj 
dont les coordonnees sont ei et o. Au point Aj la tangente est pa- 

rallele a Oy puisque ^ s’annule pour = co et que ^ ne 



s’annule pas pour celte valeur. Quand u varie de o a — co, on ob- 
tient la branche de courbe symetrique de la preeddente par 
rapport a O^. Nous avons ainsi constriiit la partie de la courbe 
donnee par des valeiirs reelles de Targument. 

Supposons maintenant I’argument de la forme u co^ et faisons 
varier par valeurs reelles, de o a co; ^ croft de a jk cst 
positif, varie d’une maniere continue et part de zero pour revenir 
a zero. On a done la branche de courbe situee au-dessus de 
et allant du point A^^e^i^o) au point A2(e2,o); les tangentes 
en A3 et Ao sont paralleles a Oy. L’argument etant toujours de 
la forme w + co', en faisant varier ^^|Dar valeurs reelles de o a —co, 
on obtient le deuxieme arc de I’ovale symetrique du premier par 
rapport a O^. Nous avons ainsi construit la partie de la courbe 
(ovale) correspondant aux valeiirs de la forme ii-h- co', u reel. 
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TangentesparaUeles a Ox. Signe de --- Commc on a 
les valours de u correspondant aux points ou la langcntc 

est parallMe a OcT sontracines deI’eqiiaLion =o on La 

foncLionp"?/, qui estpaireet d’ordre 4 , a, dans un parallclograinmc, 
qiialre zeros deux a deux egaux et de signes conlraires. II j a done 
siir la courbe quatre points ou la tangenlc esl parallcic a O.r. 
Deux points, les points et Bo, sont seuls reels : cn cflet les 

1 iw • dy 

abscisses de ces points sont racines de 1 equation — o ou, d a- 

pres requalion de la courbe, i2X '—Cette equation, doiU 
le premier membre est la derivee du polynonie 4 x'^ — g^x — 
a une racine a entre et et une autre [3 cnlrc Oo et 6 ",*}; celte 
derniere seule donne des points reels Bi ct IL. 

L'identite 2p"?/ = 12—^0=12.2^- —donne Ic signe dc 
p’li. Sur la branclie infinie, est positif. Pour Povalc, 

sur Tare B, AoBo, p"u est negatif, car x est alors compris col re les 
deux racines a et j 3 de 12^- — g2] sur Parc B, A^Bo, p^Oi est po¬ 
sitif, car X est inferieur a [ 3 . 

Tangentes menees par un point de parametre e. — Nous 
avons vu que les quatre points de contact correspondent aux va- 
leurs du parametre 

PC c , 

-, — _ _j_ 0)--^ _,j_ (,_) _ 

‘1 2 2 2 

On peut done, par un point P pris sur la courbe, mcner quatr(‘ 
tangentes, en general distinctesde la tangente an point considerc. 

Lorsque e est reel, pour deux des points de contact, rargumeni 
est r 6 el; pour les deux autres il est de la forme o/-f- a,, ctanl 
reel. Done, lorsque le point P est pris sur la branebe infinie, les 
quatre tangentes sont reelles: deux des points de contact soul sur 
1 ovale et les deux autres sur la branebe infinie. Lorsque 0 est d(' 
la forme Ci, 6 tant reel, on a 

P ___ 0)' Pj 

2 "" 2 T* 

Les arguments des points de contact ne sont ni rdels, ni de la 
forme w'+ Uf, «, ^tant reel (a des pdriodes pres). Par un poinl P 
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pvis siir Tovale on ne pent pas mener a la coarbe one tang-cnle 
reelle. 


Points cVinflexion, — Nous avons trouve plus liaut ncuf va- 
leurs dll parametre donnant ies neuf points d’inflexion. Dans le cas 
particulier que nous examinons ici, Lrois de ces valours 

2 CO 4 

O, 7 

0 O 

sont reelles; elles donnent trois points d’inflexion reels situes sur 
la branche infinie, le premier a I’infini, les deux autres aux points 
1 , et lo synietriques par rapport a Ces trois points sont en 
iigne droitc. 


6i. Degenerescence. Cas d’un point double. — Supposons Ic 
discriminant gl — 27^-3 niiL La ciibiqiie a alors un point double. 
Une des periodes 203^ est infinie (n °^23 et 37 ) et pu se redult a 


.r = pu=- 


12 CO- 4^’^" • 

sin2 — 
‘2 (J) 


y = p 11 =. 


cos- 

2 CO 


4 CO'* 


sin^ - 


La condition necessaire et suffisante pour que les lrois points 
correspondant aux valeiirs du parametre soient en 

ligne droitc est alors 

ICi -h 11-2 -H Z^3 = 2 CO, 

on n est un entier. C’est ce qu’il est aise de verifier. En efiet les 
valours de u correspondant aux trois points d’iniersection de la 
cubiqiie avec la droite A.t -f- C —o sont alors racines de I’e- 

f [nation 

A p zz -+- B p' zz H- C =0, 

on, en dcsignani par c d’autres constantes, 

-TT a 

cos- 

I , 2 CO 

a -h D -h c = 0, 

'77 TT 



= cot-? 

'i w 

La somnie des prodiiits des racines deux a deux elauL i on a 
d'apres la fonnule donnant la cotangente d’une sommc, 


ifou 


coi~( Ki^ 
2 a) 


" - ( lt\ -+- ll--) H- ) — 11 'K, 
2 to 


ce qulesl bien ia relation indlqiiee. Actuellement il n’y a plus (ju 
trois points d’inflexion; car en faisanl Ui = //,!=:: //, on a 

3 = 2/1 to, 

d'oii trois vaieurs donnant des points dislincLs 


Ges points sont en ligne droite car 

IL-'r a'” ^ 2 to. 

Cas d^un point de rebromsement. — SI o\j = (> la cn 
bique devient 

jK-= 4 ^^; 

elle a un rebroussement. Alors Ics deux pcriodcs co el <»/ sonl ii 
finies; on a (n° 23 ) : 

- .P - -pi’' J>' - • 

Les trois vaieurs de u correspondant a trois points en ligr 
droite verifient alors la relation 


III -h = 0; 

en elFet, elles sont racines d’line equation de la forme 
2 « 

quij rendue entiere, ne contient pas de terme en U'. 
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II n’j a plus qii’im point d’inflexion, car en faisant 


z= U.J = 


Ce point d’inflexion est d’ailleurs rejete a I’inflni. 


63 . Rectification de la lemniscate. — Soit une lemniscate 
pour equation en coordonnees polaires 


7’- = 2 cosaO. 



L’arc OM = s {Jig- 6), comple a parlir du point double 
est nul, est donne par ies formules 


ds = \/di'- -T- /•- d^)- = — 


v'^4 — 


Faisons le changement de variable 


il vienl 


on a done une int^gralc de la forme 
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On a ainsi line representation geometriqnc de la (oncLion 
pfs : I. o) pour les valeiirs reelles cle rargiiment. 


Actiiellement les racines 

, 63 sont 

pressions 

v/^, 

i/- 

(‘*est-a-dire 

V a 

\/2 — /•- I 

V 

~h /'- 


r /a 

/•/o 

on encore 

v/'2sin9 r 

cos 0 


sont des fonctions imiformes de s exprimecs par Ics cjiiolicnts 

fjW 

On a ainsi line representation geometriqnc dc ccs trois fonctions 
pour le cas ^0 = i, ^^'3 = o. 

La demi-periode reelle esl donnee par 

,0= r, _ 

Je, s/i-^—S'i^ — S'3 A — - 


Elle est egale au quart de la longueur tolalc de la Icmniscalc, car 
en revenant a la variable on a 


CO 




cc qiii est la longueur de I’arc OA. 


III. — Pendule spherique. Corps pesant de revolution. 

Slastique gauche. 

66. Pendule spherique. — Le pendule spherique esl conslilini 
par un point pesant mobile sans frottemenl sur une sphere fixe. 
Prenons pour wigine le centre ,de la sphere et pour axe des x: unc 
vertjcale dingee vers le haul. En coordonn^es semipolaircs I’dqua- 
tion de la sphere est 

,.2 
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en designant par I la longueur du pendule. Le mobile esl soumis 
a I’aciion de deux forces, son poids et la reaction normale dc la 
sphere; le tlieoreme des forces vives donne done 

e- “ — 1 g'jz -f- h. 

De plus, les deux forces etant dans un meme plan avec faxe 
des;:, on pent appliquer le principe des aires a la projection du 
mouveinent sur le plan xOy : 

7’^ chh =■ C dt. 


•I designant I’angle polaire. Ces Lrois equations determiiienl r 
et ^ en fonction de t, 

Cherchons d’abord a deierminer : il faiidra pour cel a eli- 
miner r et 'i. L’equation des forces vives pent s’ecrire 


Dc Tequation de la sphere, on tire 
i’eqnation des aircs donne 


d'h = 


G dt 

r- 


Cdf 


d’autre part. 


Portant ces expressions dans Feqiiation des forces vives, on a 
mie equation de la forme 



ou cp(-) designe le poljnome du troisieme degre 

On en deduit le temps t et I’angle d/ en fonction de par des 
integralcs elliptiques. 

Pour que ^ soil reel, il faut que cp(^) soil posltif. Ce polynome 

a ses racines rdelles : en elfet, appelons jSq Isi valeur initiale de ^ 
et substituons dans f (^) la suite des nombres +oo, /, Zq^ — 1 ] nous 
trouverons, pour les resultats des substitutions, les signes +, —, 
-f-, —, car Zq rend evidemment y(^o) positif, la valeur initiale 
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(ie-^ elaiU reelle. 11 y a done one raciiie de o(^) cnli'r* 4- x 

et I, line antre entre / et -::o, nne troisieme cnlrc ::o <‘l -" /• 
Ainsl les nombres de la suite 


sonl ranges par ordre de grandeur clecroissanLe. La variabb' par- 
lantde :;o varier que dans I’intervalle ^:!- 

Calculde z. — La coordonnee s csL donnec cn fonclion dr / 

^ n / dz\^ I 


par Pequation (i) d’aprAs laqiielle j csl egal a un [)olyn()n‘.r 

du troisieme degre en Pour cn tirer s par unc fonclion 
elliptiqiie de 4 nous coinmencerons par faire im changenienl !i™ 
neaire de variable de la forme 


{ 9 .] M.? H- N, 

ou designe la nouvelle inconnue etMetNdeux (^onstanlcs 
que Pequalion (i) prenne la forme 


Par la substitution (2) Pequation (i) devienl 
i ___ o(M.9-f-!V) 


Pouridenlifier avec la forme (3), il faiu dgaler a 4 Ic c.ocni- 
cient de i* et o celui de dans ledeuxiemc mcmln'e. On a ainsi 


L’equation prend alors la forme (3) a condition d’atLribuer aux 
constantes et g^ des valeurs convenablement clioisics. 

Coinme le poljnome o(z) a trois racines rdellcs -Si > S 2 > -:i, 
le poljnome transforme 


cp(M5 -+- N) 


— 4 ^ fy'2 s • 
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a trois racines reelles <2|, 

— N ^2—N N 


9 ‘> 


(<>) 






M 


M 


et Ton a car M est positif. 

Constriiisons alors la fonction pu avec les invariants g'., el g':^: 
ceLLe fonction verifie Peqiiation 

p ^p^ll — Sr. pu — yjT/i- 

Si done on pose 

.s- ™ p ^ ~ M J-) u 

ii etant regarde comme fonction du temps I’ecfuation ( i) dcvienl 


(Toil 


, ^ f dll'. - 

- \p^u ~ ,^ 2 Pu ■ 


/ dll 
\ ~dt 


dll 

HI 


On pent toiijoiirs prendre le signe car pa etant pairc, on 
pent changer )e signe de u. On a alors 

ii — I const. 

Cherclions niaintenant de qaelle forme est la constante. Comme 
la valeur trouvee pour M est positive, la relation 

^ =: Mpu \ 

inontre quo s = pa varie dans le meme sens que :r. Done quand ' 
(lecroit de Zo a pu decroit dc a a — co' est done reel et 
]\)n a 

/ -f- oj', 


si I’on comptc Ic temps a partir de I’instant ou = :;3. 

La domi-perlode reellc co csL le temps ([iic met ^ a varier de 
a 


Calcal de <i. — L’angle A est definl par re([nation diirercntielle 


d^ = 


Cdf 



CllAPITRE in. 


‘Jl 

diie nous ecrirons, en remarquanl qne dt = dii^ 




G du 



Dans cette equation, il faut remplacer :: par sa valcur 

= M j) zi + N ; 

ie coefficient de du est alors une fonction ellipliqne dc it c|U(‘ 
nous aliens decomposer en elements simples, de facon a pouvoir 

iolegrer. 

Cunsiderons deux arguments a et b definis par les I’clations 

(-) / = Mpa-t-N, — / =r iM /;-h N, 

ces arguments sont definis aux signes pres; nous verrons plus loin 
comment il convlent de clioisii' leurs signes. Alors 1 expression 
de d\ devient 

7 . ( f r \ 

d'\) = ——— I -i-r ) 1 

‘ 2 M / \ p II — ;p a j) ii - j) b J 

oil il reste a donner une forme simple au coefficient 
Pour cela remarquons que le poljnome 


C- 

se rMuil a — pour I et e’est-a-dire [)our 

et u — b] comme on a identiquement 


P 




cp (M p N) 

WF 


on irouve, en faisant successivemenL a = a et a = by 


t, , 7 C2 


Nous prendrons, en extrayant les racines, 


1 t j t G 


ce qii on pent toujours faire, car jusqu’a present les signes dc a 
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et b n’etaienfc pas determines; nous les determinons par le clioix 
de signes qiie nous venons de faire pour pUi et 
On peat done ecrire 

.chi h p'a 

2 i -1!-^- i - 

ciii pa—pu — pa 

La decomposition du second membre en elements simples se 
fait en appliquant deux fois la formule (64) du n° 44 

. d'l 

2 1 ■— = a -i- a) — Z{u — a) — ‘Ala., 

— l( a ^ h) -h l( a — b) -.- Alb. 


En integrant et en remontant des logaritlimes aux nombres on 
irouve 




Iv 


u a) 
j'{a — a) 


a'l a — b ) 
o'{ a -i- b) 


i'^/j -Lrt' 


La constante d’integration —E- se determine par les condi¬ 
tions initiales. 

L’angle 4 est ainsi exprime en fonction da temps. 


Expressions de x et y, — On a 


c 


''1 = 


x H- iy 
X — iy 


:^(a -y a) z'( a — b) ^ 
— a) ( Li b) 


D’autre part, d’apres I’equation de la sphere, 

i-T ix){x — iy) = (I — z){l ^ -=) = —M 5 (p;t — p«)(p<{ - 


- P), 


(,r H- iy){x — iy) = - 


. iM2 g'C" 


■Cl) { u b) {ii — b) 




En multipliant membre ii membre les egalites qui donnent 
— ^y) obtient {x H- ^y)-, 

X iy : 
on cn conclut 

x—iy: 


EM 

ciadb d‘ u 


E d ad b d'^ a 


Enfin, remplacons M par sa valeur en fonction des elmnents 
elliptiques, xaleur qui pout s’obtenir en retrancliant membre a 
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(|6 

aiembre ies egalites 

— / = 31 -r- X, — I = j) ^ -f- N; 

•>./ _ 

~ j) a—pb ■' a ^ b) :^ {a — b ) 

,/• — /]•= — 11 - - —-- -. - c ^ ^ ^ 

r 6> j j i a — b } ^-(l- 

jy^ L ’ -a-b i^{ii — a ) T(u-i-h) _ 

\i [a -i- b) :f{ a — b) ^ 

On a ainsi x, j, exprimes en fonclions iiniformes dc 1. 
i Uiand t augmenLe de 2 co, reprend la memc valcur. Tangle po- 
laire i augmenLe d’une certaioe consLanle. 


67. Corps pesant de revolution suspendu par un point de son 
axe. — Prenons pour origine le point dc suspension 0, pour axes 
lies au corps Taxe de revolution 0:? et deux axes pcrpcndicu- 
laireSj pour axes fixes la verticale ascendante 0:^1 cl deux axc's 
perpendiculaircs. On dmnontre en Mecanique (^) que les angles 
(I'Euler 8, c;, 6, qiii definissent la position des axes lies an corps 
par rapport aiix axes fixes, sont donnes en fonction du temps par 
les Ibrmales suivantes. D’abord, en posanl cos9 = on a 

/ 

' ^// / = f ^I--( ["i C. 


oil m, n, y., designent des constantes, doiu la premiere m esi 
positive, de sorte que/(;) est im polynome du iroislemc degre. 
On a en suite 


i'X) 
I ’)} 


d'h — 
df - ’ 

_ d'b 
j: ~-i\~ z~~ 


i\^ designant une autre constante. 

li s’agit de tirer de ces equations G, :p, ^ cn Ibnction du temps, 
l.os calculs, comme on va Ic voir, presentent une grande analo-ic 
avee ceiix que nous venons de faire pour Ic pendule spherique 


(’) Joz/* Appell, Trade de Mecaniqm, t. 11, n« 4 02, 
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Cette analogic pent aller jiisqu’a Tidentite, car, dans le cas parti- 
culier ou le corps pesant de revolution se reduit a im seui point 
materiel, il constitue un pendule spherique. 

Le polynome est negatif pour les valeurs — oo, — i et -f- i 
de z, landis qu’il est positif pour la valeur initiale Zq de qui 

rend necessairement ~ reel et pour -}-oo. II a done ses trois ra- 

cines reelles et comprises respectivement dans les inter- 

valles (+ CO, -f- i), (4-1, Zq) et (zq, — i). 

Calcul de z. — Commencons par faire un changement lineaire 
de variable 

ou M et N sont des constantes choisies de telle fagon que Tequa- 
lion en s prenne la forme 


Par ce changement Tequation (i) devient 


Uh^ _ /(Ms-f- N) 
\dt) “ m 


On determinera les coefficients M et N de facon a rendre egal 
a 4 coefficient de et a o celui de s-; apres cette determina¬ 
tion, qui donne pour M la valeur positive M = “5 on pourra 
ecrire 




/(Ms-hN) 

iM2 


= 45 -^ 




a condition de donner aux invariants g2 et ^*3 les valeurs qui 
rendent le premier membre identique au deuxieme. 

Les racines du polynome/’(x?) etant, par ordre de grandeurs de- 
croissantes z^j z^j -^3, celies du polynome transforme en s seront 

Pour que /(z) soit positif il faut que Ji; partant de Zq varie 
entre Z2 et done s devra varier entre et ^3. 

Si Ton construit la fonction pu aux invariants ff2 et^3, cette 
A. ET L. 


1 
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fonclion verifiera I’equation 


(7) 


/(M,p« + N) 

p-“ = —sp— 


ipHl — g-ipU — g-3- 


Nous po.serons alors s = pu en regardant u comme unc fonction 
de t. etFequation (5) deviendra 


c'est-a-dire 



u — gip u — 



du 

ITt = + 


Oil nous prenons -j-i, car, etanL paire, on peul Loiijours 
changer u de signe. On a alors 


t const., 


etj comme s~^u doit rester coinpris entre et ^ 3 , a — (>/ doit 
etre reel. Nous ferons 

(8) iiz=. t 0)'; 

alors pour / = o, = to'j p z=. 

Le temps est done comple a partir d’un instant ou = :; 3 . 

En resume^ nous avons exprime en fonction uniformc dii 
temps par la formule 

La demi-periode to est le temps que met;; a varier de ;^3 a cl 
inversement. 


CalcuL de 'i. — On a 

dt 2\z-^i ■ JZTf J * 

Remplacant, dans cette expression, .g par sa valeur 
3 = Up a H- N, 

et dt par du, on est ramend, pour avoir !|;, a inlegrer une fonclion 
elhptique. Pour faire cette integration il faut decomposer la fonc¬ 
tion elbptique du second membre en elements simples. Pour 
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cela, determinons deux arguments constants a et h par les condi¬ 
tions que pour u = z devienne egal a i et pour z de- 

vienne egal a — i 


( 9 ) 


p a -r- X = I, 

MpZ?-r-N=—I. 


Ces arguments sont determines aux signes pres par ces deux 
equations^ si Ton regarde comme eqiiivalentes deux valeurs de a 
oil deux valeurs de b ne differant que par des multiples des pe- 
riodes. On aura alors 


^ / P -f- /i S — ?i \ 

dll QiM \j)— pb pii — pci J 

Les rapports ? -- -j— s^expriment d’une maniere simple a 

I’aide de a et h. Kemarquons pour cela que le poljnome /(^) se 
reduit a — ([j — n)- pour ^ = i et a — ( -{- /?)- pour = — i. 

Done la fonction /(Mp 4- N) se reduit a — (|j — n)- pour u = a 
et a — (i^ H- pour u = h. Mais comme on a identiquement 

/.■) _ -1“ XM 


on a, cn faisant successivement u ~ a et a — b^ 


P 




p'2Z>=- 


M2 


En extrajant les racines, nous prendrons 

, . B — 11 . B -4- /i 

en clioisissant convenablement les signes de a et h qui jusqu’ici 
etaient restes indetermines. Nous aurons alors 

.d^ _ V'b p'ct 

chi ~~ p II — p 6 pii — pci 

L’integration s’efTectue comme dans le cas du pend ale sphe- 
riqiie. 

Si Ton appclle [ 3 ^^ y^Oes cosinus des angles que fait Taxe 0 z 
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(ill corps avec les axes fixes Oy,, 0X(, on a 

de plus a" el 'p" sont les coordonnees Xi et 7, du point siliic stir 
I'axe du corps a une distance i du point 0; en applicjuant nnc 
methode identique a celle que nous avons suivie pour calculcr x 
et y dans le pendule spherique, avec ce seul cliangement que, 
acluellement, I se trouve remplace par 1, on trouve 


,E <i(u + a')<i[u — h) ^ 

b)^{a — b) 

K o'i a-h Z) j — b) cj-u 


avec 


U=i t Cl)'. 


Calcul de — On a 


c/co _ d^h 


P — 71Z 


Decomposant le second membre en fractions simples, il vicni 


c/'vO I 





liemplaQons par Mjd- j-N et introduisant comme tout a I’hcure 
les arguments a et on a 


du 


ro — /I 


i 

2 i 


V'CL 
—pa 


_y± _\ 

pa —p/)/^ 


d‘ou, en decomposant en dements simples, 


.c/co 

2 C~‘- 


et en integrant 


r/cc “ ^^^ ^^c?) + 2 ^a 

+ C(w — />) — ^(iC H- 6)-h 2^/), 


G e+2«($«+?w. 

cj^( a cx) c'( a -T- /)) ’ 


la constante C se determine en 4 crivant, par example, que to est 
nuJ pour t = o, c’est-a-dire u = to'. ‘ 
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68. La courbe elastique gaucbe (i). — II s’agit de Lrouver la 
figure d equilibre d one tige flexible dont la section est circulaire 
ct qiii est soumise a Taction de forces appliquees seulement a ses 
extremites. 

Si I'on choisit convenablement les axes de coordonnees, on 
Irouve pour definir la courbe cberchee les equations differentielles 

(U < — T'z'^^ay' —jjjr, 

i — yx”= OLz' 'p 

dans lesquelles y'^ z\ x'^, z’' desig-nent les derivees par 

rapport a Tare $ des coordonnees x^ y,et a, v des conslantes 
dont les deux premieres sont essentiellement positives. 

Ajoutons membre a membre les equations precedentes apres 
avoir multiplie les deux membres de cbacune d’elles respective- 
mentpary,y^, ; en tenant compte de la relation 

nous trouvons 

(‘2.) an- yyx'-^ xy)-^^'z'=z o 

el en differentiant le premier membre par rapport a s 
(3) yyx"— xy'')-i-^(z"= o. 

Multiplions main tenant par x les deux membres de la premiere 
equation differentielle, par y les deux membres de la deuxieme et 
ajoutons, il vient 

z'^yy —yx')--z'( xy" —yx’' )= :^(xx'-hyy'), 

et si I’on remplace xy^ — yx^ et xy'^ — yx^^ par leurs valeurs 
en fonction de ^ et de ^ tirees des equations ( 2 ) et (3). 

z"(a-hyz') — z'Yz'^= cc ^(xx'-hyy), 

oil encore 

yxx'-hyy) = z". 


(') Voir Hermite, Sur quelques applications des fonctions elliptiques^ p. gS ; 
et une Note de M. J. Bertrand dans la Mecanique analytique de Lagrange 
(edition publiee par M. JDarboux^ t. I, p. 460). 
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Ed integrant et en designanl par S ime nouvelle consume 

Ainsi, des equations differentielles donnees (i), nous pouvons 

deduire le systeme suivant 

Servons-noiis mainlenant de I’identite 

(-i -yf y (yo^’- xy'y = _(_ yi )(^'2 yi 

nous obtiendrons, pour determiner d^ T equation diffcrenlicllc 

Dans le cas particulier 00^=0, cette equation diOr^retitielle 
a, an signe de d pres, la meme forme que cellc qai s’cst prcscnl cc 
a propos dll pendule spberique et s’inlegre de la mcmc manierc. 
Si 0, 1 ’equalion difFerentielle ne differe de ccllc qiii doniu^ 
= cos&,®dans le mouvement d’un corps grave de revolution, (|ue 
par le signe de d \ la methodesuivie dans ce dernier cas shippli([uc 
done sans difficulte au cas de i’^lastique gauche et Ton pourrait 
d’aillenrsmettre les problemes en equation de maniere a aboutir a 
des equations^dilferentielles identiques. 

D’apresfun theoreme du a KirchhofT, Taxe d’un pendule splic- 
rique ou d’une^toiipie dont lapointeestfixe reste touj ours par all etc 
ala tangente a une courbe dastique gauche, le point de contact 
de la tangente decrivant la courbe avec une vitesse constante (’). 


(‘) Voir Greenhill, Fonctions elliptiquesj p. 820 et 824, Poincare, Logons 
sur la TMorie de VElasticite, p. 201. 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE IIL 


1. Determiner les parametres des points de contact des tangentes 
menees a la cubique x = pu. y = p' u par le sommet Aj de la branche 
infinie (co et co' reels). 

En conclare que, Ox etant suppose horizontal,"si Ton considere le point 
le plus haut de I’ovale on peut prendre pour parametre de ce point une 
quantite de la forme a -l- to', a etant une quantite reelle comprise entre o 
to 

et - • 

2 


il suffit pour le voir de prendre un argument a -f- to', de faire varier ii 

1 ' 03 , CO , , , , ^ 

(ie o a — et de remarquer que ~ -i- co correspond a une tangente nienee du 
sommet Ai- 


2. Le rapport anharmonique des quatre tangentes menees a la cubique 
par un point P pris sur la courbe restc constant quand le point P se de¬ 
place sur la cubique. 

On peut obtenir ce rapport anharmonique en fonction des coordonnees 
du point P et des coordonnees des quatre points de contact. On exprime 
ensuitc ces coordonnees a Faide des parametres elliptiques correspondants 
et Foil applique la formule de Fexemple 2, page 63. 

3. Si Fon appelle points correspondants d’une cubique deux points tels 
que les tangentes en ces points vont se couper sur la courbe, il y a trois 
points correspondants d’un point donne et, en designant par u le parametre 
du point donne, on peut prendre comme parametres des points correspon¬ 
dants 

CO, a -r- co', -1- CO 4- co'; 

chacune des demi-periodes definit un des trois systemes de correspondance. 

Si Fon considere deux couples de points correspondants du meme sys- 
Leme : A, A' d’une part, B, B' d’autre part, les droites qui joignent les points 
non correspondants AB, A'B' ou AB', BA' se coupent sur la courbe et les 
deux nouveaux points sont des points correspondants dans le meme sys- 
teme. 


4. Sur la cubique definie par les equations 

on prend deux points dont les parametres different d’une constante p; la 
droite qui joint ces deux points enveloppe une courbe de sixieme classe. 
Dans le cas particulier oil p a Fune des valeurs 

CO, to', CO H- to', 
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Fenveloppe est uae courbe de troisieme classe (qui se presente ici commc 
comptee deux fois). 

Dans lequation de la droite joignant les deux points on remplacc les 
coordonnees courantes par les coordonnees^To, d’un point Pq, Tequation 
en u ainsi obtenue a six racines dans un paralldogrammc elcmcntaire. 
Dans le cas particulier ou (^ = to par exemple, I’equation en u nc change 
f)as quand on change w en -r- co. 

Remarque. — La cubique donnee peut etre regardee comme la hessicnne 
d’une autre cubique G et cela de trois manieres dillerentcs; les courbes 
de troisieme classe qui viennent d’etre definies sont les cayleyennes des 
trois cubiques G (^). 

o. Si deux systemes de trois droites ont huit de leurs ncuf points d’in- 
tersection sur une cubique, le neuvienie point d’interscction cst aussi sur 
la cubique. 

Geite proposition peut se verifier directement a I’aide dc la condition 
pour que trois points soienten ligne droite; elle peut aussi sc dcduirc d’lm 
theoreme demontre n° 62. 

Si Ton appelle tangentiel d’un point m d’une cubique le point ou la tan- 
gente en m rencontre encore la cubique, les tangentiels de trois points en 
ligne droite sont en ligne droite. 

La droite qui joint deux points d’inflexion va passer par un troisieme 
point d’inflexion; on remarque qu’un point d’inflexion se confond avcc son 
tangentiel. 

6. Determiner les points d’inflexion de la cubique 

oo = -pu^ J = p'u, 

ca etudiant la variation du coefficient angulaire de la tangente. 

On trouve pour les determiner I’equation 

p'up'"u — (p"uy=: 0 , 

OU en posant a? = p ^equation 




dont la derivee est 


/'(a?) = o-s® — ."3 = 0. 


Si g-i et ^3 sont reels, cette equation a deux racines reelles etdeux racines 
imaginaires conjuguees. Ces racines sont 



(’) Voir Clebsch (Lindehxnn), Ufons sur la Geomitrie, t. II, p. 38i. 
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si on les designe par a, c, d elles vcndfient la relation 

2S = (a — ^)-(c — d)--^(a — c) \ a — d)(b — c)ib — d)= o. 

([ui s’obtient en appliquant les formules (7) et (9) page 62 (S est un inva¬ 
riant de I’equation). 

7 . Etant donnes trois points P, Q, R sur une cubique, determiner un 
triangle ABC dont les sommets soient sur la courbe et dont les cotes 
passent respectivenient par les points donnes P, Q, R. 

II y a quatre solutions. Si les trois points P, Q, R sont en ligne droite, 
les sommets de Tun des triangles sont en ligne droite : il reste seulement 
trois triangles proprement dits. 

8. Si Ton considere une conique ayant deux fois un contact du deuxieme 
ordre (trois points confondus) avec une cubique, la droite qui joint les 
points de contact va passer par un point d’inflexion. 

9. Si Ton considere Tune des trois tangentes menees d’un point d’in¬ 
flexion le point de contact est tel qu’il existe une conique ayant en ce 
point avec la cubique un contact du cinquieme ordre (six points confondus). 
Retrouver que le nombre de ces coniques est 27. 

10 . On mene la tangente a une cubique en un point Po; soit Pj le point 
ou cette tangente rencontre de nouveau la courbe. On mene la tangente 
en Pi, soit Po le point ou cette tangente rencontre de nouveau la courbe. 
On determine ainsi une suite de points 

Po, Pi, Pr, 

dont chacun estle tangentiel du precedent. Trouver la condition pour que 
le contour ayant ces points pour sommets successifs se ferme et forme un 
polygone de r cotes. 

On ecrit la relation qui existe entre les parametres de deux sommets 
consecutifs etPon exprime que P,- coincide avecPo; on trouve que le para- 
metre de Po doit satisfaire a la condition 

2 m (OH-2 /ho' 

mais il faut encore examiner si le polygone correspondant a une solution 
a bien r cotes. 

Par exemple, pour r = 3 on trouve parmi les solutions les tangentes 
d’inllexion comptees trois fois. 
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I. — Foxctions DE Jacobi. 

69 . Objet du Cbapitre. — Les series ctproduils a double ciUrcc 
employes pour definir les elements d, p, Z, H a Faidc desqucls 
on pent exprimer toutes les fonctions elliplicjues, peuvent clrc 
remplaceSj aussibien dans la notation deM. Weierstrass que dans 
celle de Jacobi, par des series a simple entree beaucoup plus ra~ 
pidement convergentes. 

Nous allons exposer ici les notations de Jacobi : nous avons 
d'ailleurs montre comment on passe d’nn systeme do notations a 
Faiitre, en donnant la relation entre les fonctions H et a* (n“ 40 ). 

70 . Periodes. — Nous avons deja dit que le rapport des deux 

periodes doit elre imaginaire, sans quoi le reseau des parallelo- 
grammes n’existerait pas. On pent toujours changer le signe de o) 
on de to^, car une fonction adinettant pour periodes 2(x> et 2io^ 
admet aussi pour periodes —2(o et par exemple. Nous poii- 
vons done choisir les signes des periodes de fa^on que dans le 

rapport— le coefficient de i soit positif; e’est la ce que nous 
siipposerons toiijours. Jacobi designe les periodes par 2K et 2 
dans le cas particulier ou K et sont r^els, le rapport ™ doit 

etre positif. Nous pourrons employer tantot Pune tantot Pautre 
maniere de designer les periodes : on se rappellera que 

to = K, co'= iK!. 

Si, dans le cas general, on pose 

71(0'/ TTK' 

q =1 e ^ e ^ , 
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le nombre q a un module plus petit que Viuiite, car la partie 
reelle de Texposant —- - est negative. 


71. Developpement en serie simple de la fonction Z u. Valeur de o. 
La fonction 


Zu — 




constriiite, comme nous I’avons explique, avec les periodes aco 
ct 2 0)^5 a pour poles simples de residu + i tons les points 

u = 2 77 ia) -f- 2 

ou m et n prennent toutes les valeurs entieres positives, negatives 
el nulles. 

Nous allons constriiire cette fonction d’une autre maniere, en 
ibrmant, a Taide d’une serie de cotangentes, une fonction ayant 
les memes poles et les memes residus que Z. Le point de depart de 
la metliode reside dans ce fait que la fonction 

— cut — ( u — 2/iC'j')-{- const., 

2 oj 2 w 

ou ji est tin entier determine, a pour poles simples de residu -f-i 
tons les points 

U — 2/71W, 

OU 

u = 2 m w -h 2 /I co', (= o, ± I, zb 2, . .., zb CO). 

Gonsiderons la fonction 




cot — (u — 2/1 to')— i 
2 to 


ou n deslgne un entier posltif; elle admet comme poles simples, 
avec le residu 4 - i, tons les points 

w = 2;ito'-f- 2;?ito (m = o, zbr , db 2 , .. .). 

Cette fonction pent s’ecrire 


U,,= 


TU , .... TU . ^ V 

COS — ill — 27 za> ) — isin — in — 2TZto } 
•71 2 (JJ ^ 2 to ^ 




HI eii mtrodiiisanL la quantile q = c 


^ ir. e 

« to 


_ nm 

ir. e~ ^ <72/^ 
0 ) 


2t0 ,r/ —,7_ P 2 6) PI /^ 


^2t0 


I — e q 


"KtlL 

pjin 


Cette forme de U,^ montre que la serie 

00 

n = l 

esL convergenle, a la facon d’line progression geomelriqiie cloiU 1 
raison serait q-, 

Considerons de memCj en supposant maintenant n enlier cl m 
gatif, la fonction 

= Jl cot -^ (— -2 /i(.o')4- i ; 

2 (.0 L 2 to J 

elle admet comme poles, avec le residii i, tons les points 

tt = 2 71 to' 4- 2 7n to, 771 = 0, ±: I, zh 2,...; 

on pent I’ecrire 




I iz q 


'iZfti 

"oT /7-2ti 


e ^ ^- 2 « — r 

el Ton veil que la serie 

— 00 

2'-. 

11 =—1 

est convergente. 

Nous aliens verifier que la fonction 

00 

Hu)= -cotT^p^ y — rcoiZL(„_.,„,o')-/| 

2 to Jhd 2 to I 2 to ^ 

n = \ 

n ■=.— 1 ■ * 

est idenliqiie a Z(;^). 

D’abord celte fonctionest impaire comme Z(^<); on le ve 
rifie immediatement en ecrivant la s^rie qui donne 4>(— ii ); cetli 
sene est egale i — <!>(«). La fonction $( u) a les meines poles c 
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les memes residus que Z(a). Elle satisfait aiix relations 

-i- -1 to) = 

-h 20/) = <!>( ™ • 

CO 

La premiere de ces relations est evidente, car chaque cotangenle 
admet la periode 2co; la deiixieme se Lroiive en formant la dijffe- 
rence 

(zz 4- 2 to' ) — (zz) 

et remarqiiant que, dans la difference des deux series, les termes 
se delriiisent deux a deux sauf deux termes — • 

2 to 

Considerons alors la fonction 

\r(zz) = <i>(zz)— Z(zz ). 

Cette fonction estreguliere en tousles points a distance finie, car, 
dans le voisinage d’un point 

u = ‘ 2 ??z CO -i- 2 /Z to', 

on a 

<I>(zz)=: --; -T-fonction re£fuliere, 

u — 2 7)1 to — 2 /I to 

Z( zz )= -J-: 4- fonction reguliere, 

u —• 2 /zz CO — 2 n to 

cl, en retranchant, on voit que est reguliere au point con- 

sidere. En outre, d’apres les relations que verifient elZ{u)y 

on a 

■^F( ZZ 4- 2 tu) = ■^F( zz ), 

^ ^ CO to 

En repelant an raisonnement qiii a dejaete fait (n'^ 24 ) on voit 
(jue la fonction est line constante et de plus que I’on a 

^ ZTl 

0 = — 

2 

Ain si 

<I>(zz) = Z(zz) 4 - const. 

Cette constante est nulle puisqiie ^{u) et Z(u) sont impaires 
loutes les deux. 
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En delmitive, on a obtenu pour Z{u)lt developpement 


t : r.u 

'L{u)= - cot -h y. — 

' 2 to 'i to -Aaai 2 tO 

n-V 

- C 30 

-2” 


col —2 7U0 




cot —(zt: — ‘2 7U0'j-4- t 


De plus, en se rappelant que Ton a pose o = TjCo'— co'V' 
M'nl que Fon a demontre la relation suivante 


on 


— tor^ 


, t 7 


7 i. Fonction H. — Nous avons deja defmi lafonclion II commc 
one fonction dont la derivee logarithmique cst Z. L’cxprcssion 
simple que nous venous de trouver pour Z va nous donncr, par 
integration, iin produit tres convergent servant a dellnir II. Lc 
probleme se pose comme il suit : 

Trouver la fonction dont la derivee logarithmiquc csL 


7a K )= — cot — 7 —— 

'2 to >. to 1 to 

?! = 1 


cot — (^7. -1- 2 n o') H- i 


7 — cot — (— 2 a to') — i 
2 t») 2 to 


Four ecrire le second membre, nous avons, dans imc dcs 
somnies qui figurent dans TjU^ change n en — /?.. 

Si Ton integre enlre o et u le terine 


on trouve 


■ cot — ( It ”h 2/lto') I , 
2 to L 2 to ' J 


Lo2[ 


sin -- {uA-in to') 

2 to ’ iTUi 


puis en remontant des logarithmes aux nombres 


^ Tto ^ ) i212i 

-—-^ 2 to 


. /iTCto' 


ou bien 
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r -4-2/2 03'I — ^I//-}-2/2Ci)')1 

|e2 0) - e 2 03 1^203 


Oil enfin, en efFecLuant au niimerateiir puis en muldpliantles deux 
lermes par e “ , 

i'izu 

1 — q-'ie~ 

[ _ qiit 

On a done 

y JL [cot J1 ( « - 0 ,') -t- tl = Lo^n . 

' 2 C 0 ' J du 1 — 5 '" '^ 

n=z I « — 1 

On volt de meme que 

X =0 _ i ■. rf 

^ t: r - /X *1 T TTI — 

— cot — (It — 9 ,?t ctj ) ~ I \ = -7- Loir I I - - - r - 

^ AO) [ AO) ^ J d(f "’iJ. 

22 = 1 ■ /2 = 1 

Nous avons ainsi les expressions des deux sommes qui enlrenl 
dans 7^{u). 

D’adleurs 

-n: (I ^ . TZJt 

cot — Li ™ -7- Loi*- sin- 

• 3 . oj clu 2 0 ) 


Done on pent ecrire 
cn posant 


Z(»)=-H(tO, 


H(«) 


_____ / /TZlt \ / 2 Tt // \ 

= G sinU —/ 72 /z^ o) i Q 0) 


oil G designe tin facteiir constant. On Irouve enfin, en effecLuant 
Je produit des deux facteiirs du terme general, 

00 

Ilf ?/) = C sin (^i — 272/2 cos ~ 4- 7'“^'j. 


73. Beveloppement de H(w) en serie trigonometrique. — Le 
produit n qui figure dans i’expression ci-dessus de H(z^) pent 
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etre ordonne suivant les puissances positives de cos — : comme 
une puissance positive de cos^“ est egalea une somme de cosinus 
des multiples de on voit que le produit n pent etre developpe 
en une serie de la forme 

TUI V.TCM 

n = Co-h Cl COS — + C. COS —- -t-.. - . 

Pour avoir H(«<) il faut multiplier par A sin on pent, dans 
le produit obtenu, remplacer cliaqiie terme de la forme 

. 7u If. n t: u 
sin — cos- 

2 CO CO 

par une difFerence de sinus. On est ainsi conduit pour a iiii 

developpement de la forme suivante, ou, d’apres les nolations dc 
Jacobij nous faisons o) = K, co'= i¥J : 

H(zi) = ^0 sin sni . .-r an s\a{2n ■+■ 0 H™. . ., 

oil bien, en remplacant les sinus par des exponentielles 

/ 'jzif 3/71 n r. i%u ( 2 n +1) / TC// 

H(«)= Aoc"^ -i- Aic”^ AicA„e 

/ 71: II 3 i TT It 

— Aoc — Aie —- 

Pour determiner Ao, Ai, ..., on se sert de la formule (26) du 

21 ou Ton remplace 0 par sa valeur ~ 


On a 

E{u-{- 2 iK') 


D’autre part 


= -H(«). 


iTZ II 3/7r« ^ii%n 

H- Ai^ 3 ^ 2K _|_ j^^q-6 0 ^2K 4-... 

ifZit ^ Zi'K It '' 

-Ao-e 2 K 


T 


e 


2 / TC » 

H(k) 



iTCrt 

nr 


3 z TT « 

“iir _ 


Ai 


9 


Zi%u 

2 K 4_. . . 



S / TC 

“nr _ 



I 
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Idendfiant ces deax series, on a les relations compatibles 


Ai — — ^Ao, -A2 —■—^^Ai, 

- Aq —-3 -^1 5 - Ai =-? Ao, 

q q 




' A/i—i — - 


I 




A,i = ~^ 72 ,^A„_ 


I li 


qai se reduisent a 

Ai = — 7 "Ao, A.2 = — .... 

d’ou, en multipliant membre a meinbre, 

A„= 

On a done 

H(zO= Ao 2(--e J, 

H(zi)= BS(—-f- U ; 

i . r.ll ^ Tilt , , ,, . , Li 

: B ( sin —7 t — q -sin —^ — i qii~ji-\-u ^miyin -f-1) —jp 4- 


2K 


K 


2 K 


Le coefficient B pent etre clioisi arbitrairement, car jiis- 
qufici H(z^) n’a ete defini qn’a an factear constant pres. On 
1 

prend B== 2^'* et Pon a pour }l{u) le developpement 


n(zi) z=Lrtq* sin ~- — 'iq'* sin ■ 


. Sr.u 


2 K ^ ^ 2 K 

4 / 22 -f- 4 zj -H 

■(— ly^r^q ^ 


iq * sin 


2K 


Sin ( 2/1 —H 0 —5 
2 l\ 


ou encore 


H(m) = l^q sin,^ sin^^ H- o .\/• • 


• (— i)'^2 sin(2/i 4- I) ^ • 


Cette serie converge tres rapidement, plus rapidement qu’une 

j. 

progression geometrique, carles exposants de croissent comme 
les carres des nombres en tiers. 

Quand il sera necessaire d’indiquer les periodes avec lesqnelles 
est conslruite la fonction H(w) nous ecrirons cette fonction 
H(a|K, i¥J)^ notation analogue a celle que nous avons employee 
pour dll en ecrivant a;’(z^|(o, co'). 

A. ET L. 


8 
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ii4 

“4. Fonctions H. H„ 6, 0, de Jacobi. — Nous avons vu que du 
et H(i^) sont analogues tandis que pu esl analogue a 

_Iii_!_En Triffonometrie on introduit, en meme temps que 

2 CO 

ces fonctions, celles qu’on en deduit en ajoutant a 1 argument a 
line constante co egale a la moitie de la periode nen, et 1 on pose 

T^u . 'n: / V 

cos — = sin — ( 4 - to). 

2 CO 2tO 

De meme, a cote de la fonction construite avec Jes pc- 

riodes aK et on considere les fonctions obteniics en ajou- 

tant successivement a Targiiment u les demi-p6riodes K, Iv^ cl 
K-f- on du moins des fonctions qui ne different de celles-la 
que par des facteurs exponentiels simples. 

En designant par A Texponentielle 


lineaire en on definit les fonctions Hj, ©, 0^ par les egalitcs 
/ Hi(«) = H(zz-4~K), 

%(u) = 

(l) < ' ^ ZA ^ ^ 

[ 0i(zz) = iH(w4-K-hzK'); 

I A 

les deux dernieres montrent immediatement quo 

(ti) 6i(w) = 0( zz H-K), 

car, si Ton ajoiite K a u, X se reproduit multiplie par — i. 

Voici qiielques details sur les expressions de ces fonctions par 
des series. 

Tout d'abord la formule 

Hi(zz)=: H(zz- 4 K) 

donne, pour definir (z:z), la serie 

Hi(zz) cOS^ 4-...-1-2{/^T2«-1-1)' COS -i-... 



uu cu rcmpicicciiit uumuusj par udb eipuiiciiiidiies t 5 t en re- 
marquant que — (— n — i) -f- i 


H,(«)= y 


e 2 iv 


_K' ( 2 / 7 - 




On pent encore donner une autre forme a cette serie en consi- 
derant Texposant de e qui est du second degre en (2/2 + 1), 
comme forme par les deux derniers termes da developpement de 


On a ainsi 




Ei(ii) = e y 


7-T+ [ 1,2 rt -4-1) f K' ] - 


Passons maintenanl a la foiiction 0 ^. On a par definition 


= — H(zi -T" Iv -f- i) = — H 1 (H— jK ^. 
A A 

Or 


TT II' 

H,(ei+ jK'j= 




n — — 00 


Dans la nouvelle serie le nombre pair (2/1 + 2) prend toutes 
les valeiirs de —cok +00; on pent ie remplacer par 2/2, on trouve 
alors 


■Ki/- 

Q^{u)=:e 




jz 

KK' 


(«-I- 2 /?/K' I- 


serie analogue a celle qui definit Hi(w), mais on figure, dans le 
terme general, un nombre pair 2/2 a la place de (2/2 + 1). 

Quand on augmente 22 de 2K' les sommes qui figurent dans les 
expressions de (22) et Oi(22) s’ecliangentl’une dansl’aiUre. Hen 
est done de meme pour H| (22) et 0 ^ (22), a un facteur pres prove- 

'Kli' 

iiant de I’accroissement de Texposant de e On verifie ainsi 
les egalites suivantes qui resoltent anssi des equations (i) 

Hi(!i H-sK') = e in ' 0 i(m) = 0i(tt), 

ei(zi + jK') = X 
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La serie qui d^nil lafonction 0, («) peuts’ecrire en efFectuant 
la multiplication de chaqiie terme du second membre pare 

ni'KlL 

»!(«)= 2 " ’ 

/I =- «» 

ou, en associant les termes qui correspondent a deux valeurs dc n 
egales et de signes contraires 

0l(tt) = I-f-2? 2f/‘cos ^ . .-Hcos ^ -H. . . . 

Enfin, la quatrieme fonction %{u) pent se definir an moyen dc 

I’e^alite 

0 (z^) = K); 

on a done 

T.II llZU . . « HIZU. 

Q{u) = I — 2 ^ COS-^ + COS — 4 -. . . 4 - (— COS —-h- 

11 resulte de ces developpements que, la fonction H(w) sculc 

est impaire, les trois autres sont paires 

H(-w) = -H(z^), Hi(- ii) = Ei{u}, 

0 (-~ m )= ^{u), u) — Bi{u). 

7 o. Zeros des fonctions H, Hi, 6, Oi. — Les zdros de H(^^) sont 
connus. Ceux des trois autres fonctions s'en deduisent immedla- 
tement d’apres les egalites (i) qui definissent ces fonctions a 
Faide de H.{u), 

Les resultats sont donnes par le Tableau suivant dans lequcl on 
ainscrit, en face de chaque fonction, Pexpression generate dc scs 
zeros et ou m et designent des nombres entiers 

2/nK 4 -2 
El{u), (2 7 ?^ 4 -l)K 4-2 

2mK-^ {2n-hi)iK\ 

6 i(zi), -M)K 4 -( 2/1 4 -i)iK'. 

76. Formules relatives k raddition d’une periode on d’une demi- 
pdriode. — Considerons, en premier lieu, la periode aK et sup- 
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posons qu’on ajoute cette periode a rargament, on a d’abord 

corame cela resiilte des developpements de ¥Lu en serie simple on 
en produit simplement infini, developpements qui ne dependent 

qiie des sinus et cosinus des multiples de 

Les egalites qui definissent, a I’aide de H, les trois autres fonc- 
tions donnent le resultat correspondant pour ces fonctions; on 
trouve ainsi 

H(w-f-2K) = —H(w), 

-T- = — Hi (iz), 

0 (zz -T- 2K) = 0(^0? 

0i(zz -h sK) = 01 (zz). 

Si i’on ajoute seulement la demi-periode K on a d’abord par 
definition 

H (zz-r-K) == Hi f zz), 0(zz-4-K) = 01 (zz), 

et, en tenant comple des resultats precedents, on trouve 

Hi (zz -r- K) =— H( zz), 01 (zz -f- K) = 0 (zz). 

Reunissons ces formules 

H(zz-f-K) = Hi(zz), 

Hi(zz-i-K)=:-H(zz), 

0(zz -h K) = 01 (zz), 

0i(zz -f- K) = 0(zz). 

Considerons maintenant la periode Les resultats s’ob- 

tiennent aisement pour 0 i et Hi en se servant des developpements 


0j(zz) = e 


Hi (zz) = e 



(7/ + 2/jZK')2 


'Klt- 

4 IvK' 


— [ r /+ (2 « + 1 ) / K .']2 


n=. — oo 


Si Ton augmente de aZK' I’argument, chacune des fonctions 
Ht se reproduit mullipliee par le m^me facteur que I’expo- 



nentielle 


Q 4 liK' ^ 

Dcsignons par p. C6 niultipiicateur, c est-a-dire posons 
11 = e ^ 

nous aurons 

©ifz/.-f- •2iK')= Hi(li -H 2 iK') = 

Pour passer de la aux fonctions 0 et H, il suffit de diminuer I’ar- 
gument de K dans les formules precedentes : 0 ^ (u) et (2^) dc- 
viennent respectivement 0 ( 2 ^) et -+-H(i^), p. se reproduit mol- 
liplie par c’est-a-dire — i, et il vient 

0(Z£ -H = — [JL 0(m), H(zt H- 2tK^) =— [J. 

Reunissons ces formules 


Qi([i-^‘iiK') = [jL 0 i(w). 

Hi(zi n-at'K') = 

6 {ii-^ 2 i'K') = — {jl0(m), 
H(a-r-2tK') =—(JLH(tt), 



Si Ton ajoute la demi-periode i¥J, nous avons vu (n® 74 ) qiie 
les fonctions 0 ,, Hi s’^changent a un facteur pr^s \ d^fini par 


■71 2 

1 est le multiplicateiir de I’exponentielle e correspondant a 
Taccroissement iK^ de I’argument u. 

Si, dans les formules ainsi obtenues, on retranclie K de I’argu¬ 
ment, et si Ton reraarque que 5 . se reproduit multiplie par f, on 
trouve les formules correspondantes pour 0 et H. On a ainsi 

e,{u-i-iK’)= XHi(w), 

Hi(z 4-+-iK') = X 0i(w), 

e{u-i-iK^) = ilE{u), ^ 

H(i 2 4 - iK!) =z l\ 0 (w)} 

Enfin, si Ton veut ajouter la demi-periode Kh-jK', il suffit 
dans les formules precMentes d’ajouler K a I’argument, ce qui 
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no 


donne 


ei(a-i-K4-iK0= an{u), 

Hi (z4-f* K H-i'K') =— i\ &(u). , _L5f2w-f-/K') 

A z= e 

0(zz-f-K-i-zK') = XHi(zz), 

H(zz-h K-f-zK') = 1 &i(u), 

77. Addition d’lm nombre entier de periodes. — Supposoos 
d’abord que Pon ajoute 2 /iK a Pargument; cela revient a ajouter 
n fois successivement 2 K et, comme le signe de la fonction pent 
seiil changeTj le resultat se deduit immediatement des formules 
relatives a Paddition de 2 K. 

Siipposons maintenant qu’on ajoute ^ on pourrait encore 

ajouter successivement mfois 2 .iK!] mais on peut obtenir de suite 
le resultat en remarquant que chacune des fonctions 0i et Hi est 
egale (n° 74) a une fonction admettant la periode 2 iK! multipliee 
par Pexponentielle 

g"4.1vK', 

D’apres cela 

miTZ 

Hi (zz H- 2 miK') =:e '''' ^ Hi( u), 

mi TT 

0l( ZZ H- 2 7 ?IzK') = € 1 

en remplagant dans ces formules u par ic — K., on trouve 

?ni7Z .j. 

E{u-+- 2 miK') = (--iy^e ^H(zz), 

0(zz-4- 2 7 ?ZzK') = (—0(zz). 


Enfin, on demontrerait de meme 


Hi [zz H- (2 7?z -h i) 2 K'] = e 
Bi[u •+■ ( 2 m -f-i)zK'] = e 


-[2+ (2; 7 ZH-l) ZK'] 

0i(w), 

ni Hi(zz), 


H [zz -h ( 2 /?z H- 1 ) zK'] = (— ie 
0[zz-+-(2m-+-i)zK'] = (—lyue 




78. D6veloppements de Hi, 0 , 0i en produits infinis simples. — 
Ces d^veloppements se deduisent du developpement de H( 2 z) 
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obleBU plus baut par I’integralion de^la serie de colangentes qul 
donne Z(u). Nous avons trouve (n» 72) 


i'll 71 


iizri 


H („) = C sin ^ ]][ i I - S'-"e “ A' - 7^" « 

n = l 

Clierchons d’abord le developpement de la fonction 

i'KJi 

Q(u) = ^ 


7'Ku 
__ 


Quand on ajoule zK' a Targument u, rexponentielle e sc 
reproduit multipliee par q] le facteur 


iHU 17^71 


.TUI e- 

sin — = — 


devienl 

et Ton obtienl 

0(^0 =- 

is/q 


‘lis/q 




iT.li 

2 lv' 


iT7i 


iTU 




iTZU 


Si I’on fait entrer dans le prodiiit le premier facteur, on veil 

iT7L i T u 

que les facteurs contenant e ^ sont de la forme \ — ^ 2 / 2+1 ^ k 

i T ii 

ou n varie de 0 a co, et les facteurs contenant e de la forme 

/ T7l 

I — ^ , OU 71 varie egalement de 0 a co. On a done, ca 

posant pour abreger = A. 

2Vq 

” / iTii \/ iT7t \ 

0(m) = AJ^\I—K j 

72 =0 

= a|^i — 25 ’COS^ —2 5'3cos1^ 

Les d^veloppements en produit de H, et de 0, s’obliennent 
immediatement enchangeant u en m + K dans les d^veloppements 
ci-dessus de H et de 0. 
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Le facteur A n’est pas arbitraire piiisque, dans les deA^eloppe- 
ments en series trigonometriques des fonctions H, 0, les 
coefficients sont completement determines. Ainsi, en identifiant 
les developpements de 0^ en produit et en serie, on doit avoir, 
qiielque soit 


A( I-h 2 ^ cos 2 57 - 4 - ^-)(l -f- 2 ^3 COS 2 57 -h )• - - 

= 1-4-2^ COS 257 -h 2 ^^ COS 457 H- 2^9 cos657 -f-_ 

On aurait line premiere expression de A en faisant x = o dans 
celte identite. Jacobi a montre que Texpression ainsi obtenue 
pent etre remplacee par la siiivante : 

A =(l — 

Nous admettrons ici ceresultat. On verra, dans une Note placee 
a la fin du Volume, comment on peut transformer le produit infini 
pour obtenir la serie trigonometrique et comment se presente, 
dans ce calciil, Fexpression de A donnee par Jacobi. 

Nous reunissons idles developpements en produits simplement 
infinis desqualre fonctions. En posant 


It = k‘iyq sinzi(i — ‘iq- cos 2 Z 4 -h — 2^^ C0S2Z^ ^ q^).. 


lb ( — — - j ~ ko. yq cos -\-iq- cos2 Zi H- ^^)(i -i- 2^^ cos2 zz - 4 - q^).. 
( 2 K iz \ . ^ 

^ ( " 77 " ) = A(i — ‘iq cos lu q-){i — 'iq^ C0S2 zz q^). . .. 

j = A(i H- 2^ C0S2ZZ -4- q-){i -f- 2^5 C0S2 u 4 - q ^).. .. 


4 2K 

/ 9 . Eelation —H'(o) = Hi(o) 0(o) 0i(o). — Cette relation, sur 

7 C 

laquelle nous aurons a nous appuyer, se verifie tr^s simplement a 
I’aide des developpements en produits infinis qui precedent, en 
suivant une metbode donnee par M. Hermite (voir Note sur les 
fonctions elliptiques^ a la fin de I’Analyse de Serret, p. 791 
el 798). 

On a immediatement 


Hi(o) = 
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en posant pour abreger 

P =(H- ^2)(n^^4)(i_l_^6). 

R = (i 4-^) (i-l-^^)( h-<7^)- 

D’apres la relation suivante due a Euler 

(l-^q)(l-^q )(l-r-7 )...- (j — ^ )(i - ^ 2 ) _ ^3) 


on voit que Ton a 




ou bien 
D’apres cela 


PR=q, 


PQR = i. 

Hi(o)0(o)0i(o) = 2v^?AS. 

Galculons maintenant H'(o) en regardant comme un 

produit de deux facteurs dont I’nn serait sinz^, nous trouverons 

^H'(o) — k^ 's/q (i — q’^Yii — A3. 


On a done bien I’^galite qu’il s’agissait de d6montrer 
^H'(o) = Huo)0(o)0,(o). 

Remarque, — Les expressions prdcMentes de Hi(o), 0i(o), 
0(o) montrent que et (//:', d^finiesplus loin (n^ 83), sont des 
fonotions uniformes de la variable t= etla relation PQR= i 

permet de montrer que ce sont des fonctions de q r6guli^res 
pour loutes les valeurs de q dont le module est moindre que i. 

80. Formules relatives 4 T^change de K et K'. — Dans la nota¬ 
tion de Weierstrass nous avons vu que les fonctions co'), 

p(f [ to, ( 0 ^) peuvent s’exprimer a Faide des fonctions 



W=:K, Oj'=:iW, 

on a 

— = K , JO) = tK: 

i 

on passe done des premieres fonctions aux deuxiemes en permu- 
tant K et Nous allons etablir des formules du meme genre pour 
les fonctions de Jacobi. 

Convenons de designer par H(z^[K, lafonction H construile 
comme plus haul avec les deux periodes 2 K et Cette fonc- 

tion s’exprime d'une maniere simple a I’aide de la fonction H 
construite avec les periodes 2 K' et sfK, H(z^|K', fK). Comme 

on a suppose la partie reelle de positive, il en est de meme de 
K 

la partie reelle de g-,; la quantile 

qQ=e 

a done iin module plus petit que Punite, et la fonction 
H(fK) est 

n(i£lK^, t'K) = sin —‘I's/ql sin 4- 

Cette derniere fonction verifie les deux relations 

H(££-+- 2 K^|K^ jK) H(z£|K^z:K), 

ll(ic^2lK\K\ £K) =— jK), 

obtenues en eebangeant K et K.' dans les formules relatives a 
I’addition d’une periode, verifiees par la fonction ]l(u) on 
BL{u\K,iK'), 

Ceci pose, dans le produit 

TCU^ 

analogue a ceux que nous avons consideres d^ja a propos de Hi 
et de 0i remplacons ii par soit f{ii) lafonction ainsi obtenue 

f{u)==e KK'H(mlK, jK'). 
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On verifie aisement les deux egalites snivantes, consequences 
des relations fondamentales de la fonction H, 


‘ 4» 


f{u+ 

(y(zi_l_2iK)=-e fin). 


Ces relations sont identiques a celles qiie verifie H(z^|K', iK). 
En outre, les deux fonctions f{u) et iK) out les m^oies 

zeros, savoir les valeurs de u donnees par la forraule 


Oil bien 


ill r= 2 7 ?iK -r- ‘2 uiK', 

u = — 2miK -h 2nK\ 


m et n designant des nombres entiers. 

D'apres cek; le rapport 

f ju) 

H(i^|K4iK) 

est une fonction doublement periodiqne aux periodes 2 K et 
et, d’autre part, cette fonction est partout finie : elle sc reduit 
done a une constante. Designons cette constante par Af. Nous 
avons Fidentite 


e"‘4KK' H(mlK, = Ai t'K); 

on en deduil les suivantes : 

71 

e iKK- 0 (im|K, iK') = AH,(m1K', jK), 

‘KJl- 

e“<.Kl'e,(ja|K, jK') = A 0i(m|K', iK), 

'Jtn- 

e tK') = A Q{u\K^, Hi), 

II suffit pour cela de remplacer dans la premiere de ces idenlit6s u 
par li + K', dans la deuxieme u par u + xK, dans la troisi(^me u 
par u-i-K\ en se reportant aux formules du n'' 76 et a celles 
qu’on en deduil par Fechange de K et K'. 

81. Diverses notations usitees pour les fonctions de Jacobi, —- 
M. Weierstrass emploie les notations suivantes reproduites dans 
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ie Traite des fonctions elliptiques de Halphen 


oil 


S’i(p) = 2v/^ sinTTP — sin H- 2 sinora^ —..., 

.^2(p) = 2i/^ COSTTP-f-2 v/^9 COs3':rP-h2{/^25 C0s5'n:p-f-. 

S'a (p) = I-f- 2^ C0S2“P -h 2^^ COS4”P -h 2^9 cOsBttP 4-. . , 

2ro(p j = I — ‘iq cos2TIP -h 2^^ COS 4 7:p — 2^9 cosGttp —. . 


q = 


w' 

w 


On a seiilenient conserve ici la lettre q an lieu de la lettre h 
qu’emploie M. Weierstrass pour designer 

La correspondance entre les deux notations est donnee par 


U,(.).S=(5;“), 


Jacobi, dans ses Legons [JacobVs gesammelte Werke, t. 1, 
p. 497 ): i^et ou. Ton mettrait, avec la notation de 

M. Weierstrass, et suppriine Tindice o. Briot et Bouquet 

designent les periodes 2 K et siK' par o) et o)^; ils emploient 
d’auLres notations reliees a celles de Jacobi et a celles de 
Weierstrass par les formules 

9,(w) = 2r,(^^)= H(«), 

02(^^) = ^2(^) =H,(«), 

^^(i) 

Q(k) = 0(k)- 



,jg CHAPITRE IV. 

85 . Relations entre les o' et les 2 r. — Ces relations sont 

[ ^‘ 1 ^2 m"' 


on bien 


3-1 («) ^ 


tf(u) 


f^(!i) = 




C7'(a) -I- to') 


u) 


6-0“ 


6i(o) 

.®(1L) js"" 

• 0 ( 0 ) 


1 */) . 

2 0 ) - 


-15,. 

C 210 


,(a) = 


Si(p) 

^ 2(^0 


-liS' 


La premiere de ces relations a ete d^monlrec (n'' 21). Les 
autres s’en deduisent en tenant compte des formnles relatives a 
I'addition d’une demi-periode, et en remarquant qae a'o, o';} 
deviennent %ales a i pour u = o. 


n. — Fonctions sn w, cn w, dn u. 


83. D6fiiiitioiiSo — Si Ton compare les miiltiplicateurs des 
fonctions ll(u) etQ(u) qui correspondent a la peri ode 2 K, puis a 
la periode 2 /K', on voit que les premiers sont egaiix et dc signe 
contraire, les derniers egaiix et de meme signe; il en resiiltc que 

le quotient 5^ admet pour les memes periodes les muJliplI- 
cateors — i et -f- i. 

Jacobi a ete conduit a consid^rer les quotients des fonctions 1.1, 
Hj, 01 par la fonction 0. Posons 


sn u = A 
cn u — B 
dn = G- 


H(«) 

e(K)’ 

Hi(iO 

0 (a) 

0i(«) 

0 (a) ■ 
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(On lit les premiers membres s, /i, u puis c, n, u puis enfm 
cl^ /^, u en enongant successivement les trois lettres.) Determi- 
nons les facteurs constants A, B, C, de maniere qiie les trois 
fonctions prennent la valeur i la premiere pour u = K, les deux 
autres pour u = o\ nous aurons les egalites suivantes de definition 


__ _ E(u 

s/k ©(«) 


cn = 


T?_ 


dnz^ = 


e{u) ^ 


/T_ H (' K) _ H1 (o) 


/F= 


Q(o) 

&i(o) 


La fonction snt^ est seule impaire, les deux autres sont paires 
sn(— li) ^ — shj^, cn(—dn(—M) = dnw. 


Cela resulte de ce qiie H(z^) seule est impaire, n^ 74. 


84. Addition d’une periode on d’nne demi-periode« — Les for- 
mules relatives aux fonctions H, H^, 0, 0i donnent immediatemenl 


puis 


sn (-h 2 K) = — sn li, 
cn( w -f- aK) =— cn n, 
dn(z^-l-2K)= dnn, 


sn(?f 4-2tK') = sun, 
cn(z^ -h 2 z;K') = — cn n, 
dn(z^ -I- 2 iK'} = — dn 


sn(^^ -f- K) = 
cn(u -h K) = 


cn u 
dn u ’ 

— k' sn 
dn ii ^ 

k^ 


sn{u iK') — -r 

/l 

cn(a ■+• ils!) 


sn u 
dn u 


Ik sn u 




dn{u-{-iK’)= 


/ -T-ZN dn ii 

sn (-H K H- i iv ) = -7 -j 

^ k cn u 

cn ( II -4- K -1- Hi! ) — -rr— -’ 

^ zk cn ic 

1 T. -T^AN ik'snu 

dn (ii -f- K -+- tK ) -- 


85. Construction, a Faide des fonctions sn, cn, dn des fonctions 
elliptiques aux p^riodes 20 ) et 2 co' on 2 K et 2 £K'-, — Les fonctions 
sn«, cna, dniin’admettent pas les deuxp^riodes 2 K et 2 jK'; par 
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exemple sni^ change de signe qiiand u anginente de 2 K. Mais il 
est aise de construire avec ces fonctions des fonctions ellipticjiies 
admettant ces deux periodes : telles sent, par exemple, les deux 
fonctions 

sn-it, sn w cn dn z/j 

et, en general, toate fonction rationnelie de ces deux fonctions. 

Inversement, nous verrons plus loin que toute fonction eJIip- 
lique aiix periodes 2 K et pent s’exprimer rationnellemcnt a 
Faide de ces deux fonctions. 

Avec les fonctions de Jacobi on peut done, tout comme avec 
les fonctions p et p^, construire toutes les fonctions elliptiqucs 
aux periodes 2 K et 2 iK'. 

86. Periodicite; zeros; poles des fonctions sn, cn, dn. — Les pe¬ 
riodes des trois fonctions se deduisent imin^diatcment des rela¬ 
tions (i) 


snu, admet les deux periodes. 4K et ‘ 2 /K', 

cnz4 )) » . 4K ct 2K-4-2/;'1F, 

dui^ M j) . 2lvci4^dv'. 


Les zeros de ces fonctions sont respectivemcnl ceux dc If (a), 
III (^0? ^ savoir 


Zeros de su//. 2/?^K h- 

» . 

« d^^^. H- j)K + (2/^ + [j/K': 


ce sont tons des zeros simples. 

Les poles des trois fonctions sont les memes : cc sont les zeros 
du denominateLir conimun ©(z/). 

Poles de ewu, et dnw... swKi)/K^ 

Ces poles sont simples. 

Si Ion conslrult le reseau des parallelogrammcs ajant pour 
sommetsjes points 

cimeune des trois factions a un pole et un z^ro daos chaque na- 

Y*ft 1 I I O'T'am TYV 
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87. Formule d’addition preliminaireo — Nous obtiendrons 
immediatement les formules que nous avons en vue, en appH- 
quant les theoremes gei^eraux, sur les fonctions elliptiques, prece- 
demment etablis. 

Gonsiderons les deux fonctions 

(5) snz^sn(ii — a), ciii2cii(zi — %) — cDaj 

oil a designe une constante. Ces deux fonctions sont doublement 
periodiques aux periodes 2 K et Elies sont chacune dii 

second ordre, car elles admettent dans un parallelogramme des 
periodes deux poles simples, a savoir les zeros du produit 

0( u) 0(zz — a), 

dont chaque facteur a un seul zero dans un parallelogramme. Les 
fonctions (5) ont done dans un parallelogramme des periodes 
deux zeros : ces deux zeros s’apercoivent immediatement; ce sont 
les points homologues de u = o, et u = a. En effet, chacune des 
deux fonctions s’annule pour ces valeurs de u. 

Les deux fonctions doublement periodiques (5) ajant memes 
zeros et memes infinis ne different que par un facteur constant; 
on a done 

enaerx^u — a) — cna = A snw sn(w — a), 

A desmnant un facteur constant. Ce facteur se determine en fai- 

- o 

sant zz == K; il vient alors 

A cna 

— cna = A-i—j A= — dna. 

dll a 

En remplacant A par cette valeur dans I’identite precedente, on 
obtient la formule suivante d’oii nous deduirons toutes les autres 
formules d’addition 

(6) cna = CD. w cn( w — a) h- sn w sn(zz — a) dna. 

88. Relations entre les fonctions snzz, enw, dnw. — En faisant, 
dans la formule ci-dessus (6), a = 0 , on trouve 

sn2 u -h cn^u = i. 

Dans cette formule remplagons u par u -h iK!. En tenant compte 

A- ET L. 


9 



130 




des egalites 


SJl{u-h IK') 

ii vient 


oil enfin 


I 

ksiiu^ 


cn(M H- iK.') = — 


diiz^ 
l/c snu^ 


I dn^z^ 

k~sn~ii k-sn^u 


dn2 u k- sin2 = i. 


Ainsi deux des trois fonctions sn-u^ cn-u^ dn^^^ peiivenL s’ex- 
primer lineairement en fonction de la troisieme. On a, par 
exemplc; 

cn2 u = I — sn^zz, 
dn2 zz = I —• sn^zz. 


89. Module. Module complementaire. — Dans la relation 


dn^ zz •+• k- sn^ zz = i, 

faisons fz = K; on a d’abord snK = i, puis la relation 

dn(a + K) = ~ 
dnzz 

donne dnK = k' et I’on est conduit a cettc consequence 

le nombre k s’appelle le module^ le nombre k' module comple¬ 
mentaire. 


90. Formules d^addition pour snzz et cnzz. — Dans la fonnulc (6) 
posons a=:—p puis, dans le resultat ainsi obtenu, dchangcons p 
et u] nous trouvons 


j ciizzcn(zz-i-p)-4-snzzdnpsn(zz4-p)= CUP, 

I cnp cn(zz H- p) •+■ sn.p dn zz sn(zz-f- p) = cn zz. 

Ces deux egalites vont nous donner sn(zz + p) et cn(^zH- p) ex¬ 
primes a Taide de fonctions dont Pargument est u ou p. 

En les resolvant par rapport a sn( 2 z + p)^ il vient 


sn(zz -+- p) = 


_ cn- zz — cn ^p 

sn p cn zz dn zz — sn zz cn p dn p * 


( 8 ) 
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On a ainsi une formule d'addition algebrique pour la fonction sn u. 
On I’ecrit ordinairement sous une autre forme. Dans le second 
membre le numerateur s’obtient de suite en fonction de snii et 
de snp en remplacant cn-ii el cn-P par i — sn-ii et i — sn^r: 
le denominateur est une fonction irrationnelle de ces meines 
quantites. Si nous miiltiplions les deux termes par la quantile 
conjuguee du denominateur, nous trouvons 

(sn^p — sri'U) I snp cn ii dn ii -f- sn ii cnp dn pj 

sn(z/-i-p)= ---! , 

sii2 p cn- u dn2 z/, — sn^ u cn- p dn^ p 


Le denominateur est une fonction entiere de sn-^^. et sd-p’ qui 
s’annule pour il doit done contenir en facteursn-^/ — sn-o. 

On a en effet 


sn2pcn2^^dn2z^~sn2z^cn2p dnSp == (snSp ^ sn2^^)(I — A'^sn^ zz sn^p); 
alors le facteur sn- p — sn- u disparait elil reste 


(9J 


sn(zz -f- p) = 


sn zz cn p dn p -h sn p cn u dn u 
I — k- sn- u sn-p 


On obtient de meme cn(w p), en eliminant sn(zz + p) entre 
les deux equations (7). Effectuons le calcul : nous trouvons suc- 
cessivement 


cn(zz - 4 - p) = 


sn p cn p d n zz — sn zz cn zz dn p 


cn(zz -h p) =: 


snp cn zz dnzz — sn zz enp dnp ’ 

I snpcnpdn zz — sn zz cn zz dnp {{ snpcnzz dn zz-i-sn zz cn p dn p j 
sn^p cn^zz dn^zz — sn^zz cn^p dii^p 


Dans le second membre le numerateur developpd est 

Jsn^p dn2 zz — sn- zz dn^pj cn zz enp — sn zz snp dn zz dnp(cn2 u — cn-p), 
Oil 

(sn^ p ~ sn2 zz) | cn zz cn p — sn zz sn p dn zz dn p j; 
le denominateur, on Pa vu, pent s’ecrire 

(sn2p — sn2 zz)(i — sn^ u sn^p). 

On a done enfin 

, , , , cnzzcnp — sn zz sn p dn zz dnp 

(10) cn(zz -f- p) = 


I — k^ sn 2 zz sn^p 
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Formules F addition pour dn?^. — La formule (6) 

cn oc = cn w cn (z^ — a) -+- sn zz sn( zz — a) dna 


Jevientj en posant a = zz 4 - 

cn(zz4- p)= cnzz cnp — snzzsap dn(zz -H p). 

Cette relation donne dn(zz -f- fonction de cn(zz ■+• t') • cn y 
remplacant cn(zz 4-(^) par Texpression (lo) que nous vcnons de 
trouver, elle donne, apres des redactions evidentes, 


(H) 


da (ZZ -h p) = 


dn zz dn P — /c^ sn zz sn p cn iz cn p 
I — /c- sn^zz sn-p 


On a ainsi les formules d’addition pour les Irois fonctions sn, 
cn, dn. 

Autres formules. — Changeant dans ces formules o en —- 
on en dedultles expressions de sn(zz — p), cn(zz — p), dn(zz — (’). 
On a, par exemple, 

. . sn zz cn p dn p — sn p cn zz d n u 

< 7/ — o \ = -• 


d’ou,en retranchant de sn(zz + p), 


( 12 ) 


sn(zz -h p) — sn(zz — p) = 


2sn p cnzz dn zz 


I — la- sn 2 zz sn^p 
formule qui va nous servir a trouver la derivee de sn u. 


91 . Deriv^es des fonctions snzz, cnzz, dnzz. Multiplicatenr. — 
Pour avoir la derivee de snzz, il faut clierclier la limitc de 
sn(zzH-/z)—snzz / •, 

-pour 11 = 0. Four cela transforinons Ic numdra- 

teur comme on le fait dans la recherche de la derivee da sinus, 
en nous servant de la formule (12), Dans cette formule remj)la- 

cons u par zz 4- — ct p par cela donne 
2 2 


snfzz-h A)—snzz 
h 


sn - cn ^zz H- dn j^zz -h 
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Appelons g la limite du rapport quand u tend vers zero : 
h 

sn — 

alors tend vers g, et on trouve, pour h ~ 
d sn u , 

—^ Q,TiU dn ii. 
du 

Le nombre g se nomme muUiplicateur. 


92 . Expression du multiplicateur en fonction des periodes. Choix 
de periodes aK et telles que le multiplicateur soit %al a 

Tunite. — Nous avons a chercber la limite de quand u tend 
vers zero. D’apres la definition de sn on a 


H (^0 

SXill __ 01 (o) u 
u ~ Hi(o) ^ 


et nous sommes ramenes a chercber la limite 


deHi). 


cette limite 


pent se determiner a Faide du produit simplement infini qui re¬ 
presente elie est egale a H'(o) et nous avons demontre 

(n° 79 ) la relation 


^H'(o)=Hi(o)e(o)0i(o). 


L’expression de g^ savoir 

o- - 

^ Hiio)0(o)’ 

se simpHfie, si Fon remplace H'(o) par sa valeur tiree de la rela¬ 
tion que nous venons de rappeler : g est alors donne par Fegalile 


2K^ 


= 01 ( 0 ). 


Jusqu’ici les periodes 2K et 2^K' ont ete prises arbitrairement 
et avec le meme degre de generalite que 20) et 2 to'. Dans ce 
qui suit, a moins de specifier le contraire, nous supposerons K 
et K' choisis de facon que g soit egal a i, c’est-a-dire nous sup- 
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poserons rempHe la condition 



I -h ag -f- - 


En tenant compte de cette condition, g — i, 1 equation qiii 
donne la derivee de snzz devient 


— snu = cnw dn ii. 
diL 

Ainsi, a Tavenir, K et R' ne seront plus des quantites indepen- 
dantes : elles seront assujetties a verifier la condition ci-dessiis. 


93 . Derivees successives. — En difTerentiant les expressions 
de cn- ?/, dn^ savoir 

cn- 1 — sn2 u, 

dn2 = 1 —- sii2 itj 


on trouvera les derivees de cnz^, dn?^. 

Les derivees des trois fonctions sont donnees par les formiiles 

^(sn£z)= cnu dm^, 

= — sn dn zz, 

(dn zz) = — sn it cn u. 


On pent aisement, en partant de ces formules, calculcr les de¬ 
rivees successives de Tune des trois fonctions. On trouvera par 
exemple, pour les ddrivees de snti, des expressions de la forme 

zZzzsp+i (sazz) = (ao n- zzi sn ^u -i- % sn^zz -+~... -i- sn^p u) cn ii dn zz, 
d-P 

(sn zz) = (Aq-I-A jsn^zz -i- A2 sn^zz - 4 ~.. .- 1 - Ap sn^p zz)sn zz, 


les coefficients etant des fonctions entieres de k. 

94. Ddveloppements ensdries entieres. — En appliquant la for- 
mule de Maclanrin aux trois fonctions snu, cn u, dntt et en faisant 





? on trouve 


2 V AV 


snu = ll — 2 -- -f- 4 -h 3) -- 

t.2.3 ^ ^ ^ 1.2.34.0 


.8X-3(3^3_|_333,) 


iu=z I - — -i-(i-i- 4 A‘ 2 ) —^ _u. 

1 . 2.34 ^ ^ 1 . 2 ... 6 


clnz^ = I — — . -f-X:2(4^X:“) 


1.2.3.4 


• A'- (T 6 --{- 44 A--f- A*^) 


1 . 2 .. .6 


etl’on demontre que ces ddveloppements sont valables qnand le 
module de u est raoindre que la distance de Torigine a celui des 
zeros de 0(?/) qul en est le plus rapproche. On voit qu’en ne~ 
gligeant q.tlu pent etre remplace par cosz^ et dnz/ par cosA-zz; 
de plus, en negligeant on peut remplacer snzz par 

sin M /7 H- k- 


95. Derivees des fonctions inverses. Premiere idee de rinver- 
sion a I’aide des fonctions de Jacobi. — De meme qu’en Trigono- 
metrie les derivees de sinzz et coszz conduisent a celles des fonc- 
tions inverses arcsinzr et arccos:r, les resultats precedents nous 
fournissent les derivees des fonctions inverses de snzz, cnzz, dnzz. 
Soit par exemple 

(i3) 2 ; = sn 

cette equation resolue par rapport a u donne, pour zz, deux va- 
leurs dans un parallelogramme constriiit avec les periodes 4K. 
et 2 zK^, car snzz est une fonction elliptiqiie admettant ces deux 
periodes et admettant deux poles simples dans ce parallelogramme. 
L’une de ces valeurs etant appelee zz, I’autre est 2K — zz; car 

sn( 2 K — u) — sn u. 

Les racines de I’equation (i 3 ) foiunent done une double suite de 
valeurs 

u -h 4z?^K -H 2 nili!^ 2 K — u -h 6^mli 4 - 2 zzzK 3 
m et n designant des entiers. 

Nous appellerons plus specialement zz celle de ces valeurs qui, 
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saivie par coatinuite. s'annule avec x et nous Fappellerons 

(i 4 ) 


u = arg snx 


(Tegalite precedente s’enonce : u egale argument sn^). 
Nous voulons calcLiler^* Or (i 3 ) donne 


dx 

dll 


= cnii dn u = \/(i — — 


Done 

(i5) 


du 




Telle estladerivee deargsna;; elle est algebrique coramc cclle dc 
arcsinr. Comme u et x s’annulent en meme temps, I’equa- 
lion (i 5 ) donne par I’integration 


(i6; 


- f-T 


dx 


0 


Inversement, si Ton est en presence d’une equation dc cette 


forme, on en conclura 


II = arg sna?, 


X — sn . 


C’est ce qu’on appeile faire Tinversion de Fintegrale (i6). 
On trouve de meme 


d arg cn x 
dx 


<iargdn5? i 

zt /(l — X^) (x^ — /c'2 ) 


dx 


L’integrale (i6) est appelee une integrale elliptique de pre¬ 
miere espece, sous la forme nonnale de Legendre. 


96 . Degenerescence. — Les fonctions sn, cn, dn se reduisent a 
des fonctions circulaires on exponentielles lorsque /i- est cgal a o 
ou a I. 

k-~o. L’equation (i6) devient alors 
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la fonction .it: = sn devient done x = sin u. Les fonctions 
cn u = /i— dn ic = yji — k- sn^ u 

deviennent 

cna = cosz^, dnw = i. 

On pent verifier qn’alors les formules d’addition ( 9 ) et ( 10 ) se 
reduisent aux formules donnant sin(ti-l-p), cos(t^+ c^). 

2 *^ k- = i. A.lors on a d’apres (i 6 ) 

u = 

d’ou 

__ ^~u 

X = snu = -: 

puis 

cn u = dn = \/1 — sa-a =- - - 


f 


clx 


T T I • 
= - Log - 


97. Belation entre pz/ et snu. — La fonction snt^ que nous voii- 
lons comparer a est celle dont le multiplicateur est egal a 
V unite, de sorte que, si Ton pose 

^ = sn 

.G satisfail a I’equation differentielle 

Alors les periodes 2 K et de la fonction ne sont pas ar- 
bitraires. Elies doivent satisfaire a la condition 



= - 


Au contraire les periodes 2 co et 2 coMe sont prises arbitraire- 
ment. ^On suppose seulement que dans le rapport ^ la partic reelle 
est positive.^ 

Considerons la fonction sn^^ ou \ est une constante; cette 
fonction admet comme periodes 2 R); et 2 fK 0 v. On pent deter- 
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miner K, R' de fagon que les periodes de sn= | aient des valeiirs 
donnees a I’avance 20) et 2u'. Si I’on prend 

K Jw’ 

la quantite^r est connne et la relation entre KetR' determinera K. 
Au moyen de I’indeterminee 1 on ponrra satisfaire a la condition 

2 K X = 2 to 

K' 

et, en se reportant a la valeur de on trouvera 

2 iK'X = 2 to'. 

Prenons alors la fonction pu construite avec les deux periodes 
2 w et 2 u>', et comparons-la a —^— > qui admet les memes periodes. 

Dans un parallelogramme de pdriodes contenant le point o, ces 
deux fonclions ont un seul pole, le point i« = o, qui ost un 
pole double. On a, de plus, quand u lend vers zero, 

11“ 

i\mu“pu = ij lim-= i. 

Les deux fonclions ont done meme parde principale dans le voi- 
sinage de ii = o et la difference 


sn^ Y 

est une fonction doublement periodique aux periodes 203, .203^ cjui 
reste finie dans un parallelogramme des periodes. Elle se r^dnit 
done a une constante G et Ton a 


pu — 




Pour determiner la constante C, developpons en serie le premier 
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membre dans le voisinage de u = o. On a (n*^ 94) 

i-h 


I _ ^ 

u- 


I I -f- 


I •4— Ar^ 


-{— CLU'‘ ... 


et. d’autre part, 
Done 




G —-pu — 


■A 2 


3X2 

X2 sn2 ~ 


”f— cc z^- —}— .... 


f _{_ 7^2 

Faisant = o, on a G =- 3 ^;^" relation cherche( 


PW : 


I -i- A2 I I 


3X2 ‘ X2 M 


On sail qiiey = satisfait a Tequation differentielle 

(^)’ = 4 (r — ei)(jK —eOCr — <^3)= 47^— ^27 — ^3, 
avec les conditions 


ei = pt 05 ^2 = p(tA>-+-0)'), e3=:pa)X 

Calciilons 63 en fonction de k- et de).; pour a ^ 

^=K, siiK=i, 

r H- A -2 I 

pour 11= ~ —r iYsl^ sn(iK^)=:co 

I -i- /c 2 

3X5“’ 


pour 


: CO 


CO 


^=K + ^K',snf^)= ' 


6-2 = p({0 -h to') = 


I -h A2 /r2 

^15“ ■^X5* 
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Apres des reductions evidenteSj on irouve les egalites 


= 



Qs) — 


2^:2 


^3 = — 


J-I- 

-r;-7 


el on en dediiit 


X2=: 


I 

ei—63’ 




6 '!— ^3 
61—63' 


/C'2== 


— 62 
ei~e^' 


Dans le cas particulier ou Ton considere la fonctlon p it con- 
struite avec les periodes 2K el 2i¥J elles-memes, on a X = i ei 
la relation entre p et sn devient 


pu = 


sn- It 


(/c2+i). 


98 . Theor^rae. — Toute fonction elliptiqiie aitx periodes 
2K et est une fonction rationnelle de sxx-a et de sa de- 
rwee 2 sn u cn u dn n. 

En effet nous avons demontre (n*^ 49 ) que toulc fonction cliip- 
lique est une fonction rationnelle de p u et pUt, Comme la rela¬ 
tion ci-dessus donne 

, 2 sn It cnj2 dn 


on voit que la fonction consideree, exprim^e rationnellcmcnt en 
pu etp'?/, se transforme immMiatement en une fonction ration- 
nelle de sn- et de sa d^rivee. 

Si 1 on considere en general une fonction elliptiqiie avee dcs 
periodes quelconques 20) et 2to', elle est une fonction rationnelle 

de et p'w, e’est-a-dire de sn^-^ et de sa d^rivee. 

99 . Developpements dev) et deiQ'en s6rie. — Pour avoir im dd- 
veloppement de rj en serie, nous partirons de la relation entre 'Qa 
et Zw demontree Chapitre II, n*^ 21 [equation (19)] et que nous 
recrivons ici 

7 ) 

~ zt — ^ u Z u, 

En prenant les derivdes des deux membres et en faisant ensuite 



= — pu — Z u 


ez — Z' id’ . 


pent s’obtenir en faisant 11 = 0 dans 


A = iL r^i. 

^(."^-“1 Lh(m + co ') J ^ MLe(“)J 


Or, dll developpement en produil infini de S(u) obtenu au 
n° 78, savoir 


0 (z^)=:A(i — 2q cos — -h I — “^ 9 ^ cos — -4- 


on deduit successivenaent 


Q'ju) ^ /_ 9 _ J _ ql _ 

0(w) w W ( Till . TU . 

^ ^ \ I — 2^C0S — I — 2^3 COS- h-q^ 


d 6'(u) 

- —-4—r = P sin- 


du 0 (w) 


Till ^ . TU 

I — 2r/C0S— q- 1 —2<73cos -ha® 

O) tL> 


2 71- TLl 

-_ COS-> 

to- to 


P designant une fonction de a qui reste finie pour u — o. Done 




{l-q'^r- 


et, par suite, 


2 7t2 ^ i7Z~ 


W2 ^ ([__ ^/i)2 

Th — ij 3j 5j *••• 


Pour avoir le developpement de r/, dans Pi^galite precMente, 


remplagons to et to' par to' et — cj — e ^ devient e 

de plus ^3 = p(to') devient e^ = p(to), et nous obtenons 


-hei=- 


'2 Zd(i —a?r- 

n = I, 3, 5, .... 


9o=e 
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100. Examples de decomposition en elements simples et d’inte- 
gration. — 1 ° Prenons d’abord la fonction 


sn^a —sn-a’ 

ou a est line constante qui n’est pas de la forme mlv -f- 
Cette fonction est dii second ordre; elle admct, dans im parallelo- 
gramme des periodes 2 K et deux p61es simples homologues 

respectivement des points + « et — a. Le rcsidu A rclatif au pole 
u = a est 

A = lim - 


sn-a — sn-a 


pour u = a. Lalimite de ce rapport s’obtient immedlatcment cn 
prenant la limite du rapport des dcrivees 


A = 


2 SIX a cn a cln a 


Le residu relatif a Tautre pole u —— a est — A. On a done, cn 
appelant B une constante, 

f(u) — k Z{u — a)— A Z{ii -H a)-h B, 

ou, en remplacant A par sa valeur, 

2 cna 


sn-ii — SIP a 


— Z(u — ct) — Z(/y. ~h Gj 


C designant une autre constante. Nous determinons G cn faisant 
u = o^ ce qui donne 


p acnadnzz , , 

- 1 _ 2Z(a). 

s.r\ rf ^ ^ 


Cette valeur de C se simplifie si Ton se reporte a la definition 
de SD w, 

I H(tz) 

SXIU= —7 —-f 

/A- 0(w) 

qui donne, en prenant les dcrivees logarithmiques des deux 
membres, 


enzz dnzz 


— 7Y7,^ 





on a aonc en cnangeant u en a 


d’ou la formule definitive 


G = 


07 ^) 


(iS) 


2 sn<2 cn a dna 
sn-w — sn-a 


= — a')--Tj{u ~ a)-^ 


e^(a) 

^ 0(a)‘ 


Cette meme formule s’obtiendrait en regardant le premier 
membre comme une fonction de a et le decomposant en elements 
simples. 

En integrant les deux membres par rapport a ii, on a 


/ 


2 sn<2 cna dna 
sn- u — sn^ a 


die = Log 


II a ) 

}i{u a) 


' 6(«J 


• const. 


Ee meme en integrant les deux membres de la formule (i8) 
par rapport a a et remarquant que ssnacnadna est la derivee 
de sn-<2, on a 


Log(sn2a — s\i'ii) = LogH (<2 — a)-^ LogH(<3^ -h u) — 2 Log0(a)-!- LogG, 

C designant une constante relativement a a. 

On en conclut ' 


sn-a — sn^ u 


G 


Hfa- z^)H(a 
"" 07a) 


^0 


et, 


en faisant a = 


G-= 


0^0) 


^ j 02(o) 
H2(w} k 0 -(a) 


D’ou la formule definitive 


sn^a — sn- u = 


0-(o) H(a — a)H(a-i-z^) 
~~ 1 : 02 ( a ) 02(^0 ' 


mettant en evidence les zeros et les poles du premier membre. 

2® Proposons-noLis maintenant de decomposer en elements 
simples la fonction 

I 

sn^a^ 


qui admet, dans un parallelogramme des periodes, un pole double 
liomologue du point u=^o. Comme, dans le domalne du point 
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11 = 0, on a 


I_^ 

sn-ii ~ u- 


- fonction reguliere, 


on aura 
(' 9 ) 


^=-Z'(«) + D, 


D clesignant une constanLe que nous allons determiner. Aupara- 
\ant, nous cLangerons dans la formule (19) u en u + iK', en nous 
rappelant les relations suivantes 

sn(zt -h zK') = 7—^— 7 
^ ^ k sn a 

E{u-biK')=ie 

dont la seconde donne, en prenant les derivees logarithmiques, 
Z(ZZ-hzK0: 

Z'(w -h iK') : 


ir. ^ B'(u) 

Ik 

d B’{u) 


diL 0 (zz) 

D’apres cela, la relation (19) devient, par changement dc // 
en u -r /K^, 

A2sn2zz=— ~ -hD. 

du B{u) 

Faisant, dans cette derniere formule, 11 = 0 cl remarquanl que 
0^(0)= o, car 0(z^) est paire, on a 


D’ou les deux formiiles 


e^^(o) 

0 ( 0 ) * 


(•^o) 


da 0(^^) 0(o) 


On en deduit par Tintegration 

CJUL- \ ©"(0) 

J' sn^K 


idu- 


0 ( 0 ) 

e'(^) ^ e"(o) 


• const., 


0 (zO 0(0) 


-I- const. 
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Remarque, — La premiere des formales (20) peat se dedaire 
aussi comme cas limite de la formule (18). II suffil pour cela de 
diviser les deux membres de cette formule par 2a et de faire 
Lendre a vers zero. 

101 . Notations d’Abel. — Dans son premier Memoire, Abel a 
designe par cp, /, F les fonctions sn, cn, dn. Plus lard, il a em¬ 
ploye la lettre A pour la fonction sn. Cette notation a ete adoptee 
par Briot et Bouquet, qui designent les trois fonctions sn, cn, dn 
par A, p., V. 

sni^ = A(zM. cn = !jl( dn^^ = v(^^). 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE IV. 


i. Demontrer les formales suivantes, qui sont des consequences des for- 
mules d’additions : 


(0 


(‘D 


‘1 so a mh dnh 
1 — k- sn-a sn-b^ 
2 cna cnZ) 

I — /c 2 sn 2<2 sn 2 b ’ 

2 dna dn 
1 — k- sn’-a sn- b ’ 

sn^a — sn- b 

I — k- sn^a sn*2 b ’ 

, I dn^adn^Z) — k'- 

cn(a^b) cn(a - b) = , 


sn(<2 -h 6 j -T- sn (a — 6 ) = 


cn(aH-Z>)-i-cn(<2 — ^) = 


dn(a-r-^)-f-dn(a — b) = 


sn{a b) sn{a — b) ■ 


dn (a -H Z>) dn (<2 — b) 


( 3 ) sn(a-l-Z>)cn(a — Z))-i-sn(a — Z?)cn(a 4 -Z)) 


k-cn-acn^b -h A*'- 
I — /c2 sn-a sn^Z) 

2 sna cn<2 dnZ> 


I — k- sn- a sn 2 b 


( 4 ) 


dn(a — b) — cn(a — b) _ dna cnb — ciia dnZ? 
sn(a— b) ~ sna-hsnb ^ 

T H- dn(a — b) _ ^ sna cnZ> H- sn Z> cn<2 


A sn(a ■— Z>) 


dnZ> — dna 


A. ET L. 
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Buplication de rargument. — Faisant p = zi dans les formules 
d'addition et ecrivant s, c, d k la place de sn zz, cn zz, dnzz, il vient 


sn2zz = 


2 scd 


cn‘ 2 U = 


I — 

i — k-s’* 


k^C* ’ 


(ln- 2 zz 


I _ 2 ^2 _U ^’2 s'* ^ ]~'-2 — 2 k'- d- -r- d'* 

1 — /.*“ 5^ — k'“ 4- 2 — d '^ 


En posant S = sn 2 zz, G = cnazz, D = dn 2 zz, ces formules s’ecrivent 


I —G 
I 4- C 


14-0 d- ^ 
_ I — G __ r [ — D 
~ TTD “ k^ 


D + G k’'^ i-D 




^2 = 


14-D /c2 D —G 

D4-G _ r - G 
14-G ” '"■‘D—G 


D —G 

D4-G "■ c^d^’ 


Faisons zz = - K, alors S = i, 
2 


G = Oj D = >?:'; done 



3. Demontrer la formula de decomposition en elements simples 

sn (2 c n zz dng sn^ zz _ 0 '(( 2 ) i f 0 '(zz —a) ©'(zz-hg)] 

I —ye'-isn^gsn-zz “ 0 (g) "^2 [_ 0 (zz —g) 0 Yzz~+”g') J * 

Cette formula peut se dMuire de celle du n“ 100 en y rempla 9 ant zz par 
H 4- zK'. 

4. Verifier que Ton a 


4 


k I snu du = Lo 


g(dnzz 4- k cn zz). 


Montrer qu’on peut de meme determiner les constantes zz, Z>, g', b' de 
fagon que 


gy*cnzzo?zz = Log(snzz4-g'dnzz), 
bJ dnzzzfzz= Log(cnzz4- 6'snzz). 


II suffit de differentier et d’identifier. 
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o. Un cas particulier des surfaces minima. — Un exercice interessant 
pour appliquerla differentiation des fonctions elliptiques consiste a verifier 
que la surface decouverte par Schwarz (Gesaminelte mathematische 
Ahhancllungen, vol. I, p. 77) 

cna: -f- any cn^ -r- cna? cnj cn-3 = o, 


avec le module /c~ -5 est une surface minimum dont ia courbure totale 
en chaque point est nulle, satisfaisant, par consequent, a la condition 
(I H- q-)r — 2 pqs -i- (r )^ = o, 

/?, q, 7 ', 5, t ayant leurs significations ordinaires de derivees partielles de 
par rapport a x, y. Schwarz montre que cette condition equivaut a la 
suivante 


(r -f- q-) r — o.pqs 


= \/-t- 


dX . . 

dx d// “ ° ’ 


Pi p. 

pi et 0-2 sont les rayons de courbure principaux de la surface, et Ton pose 


X=: 




X = 


I “H p-" q^ 




Le lecteur trouvera le detail du calcul de verification dans FOuvrage de 
Greenhill sur les Fonctions elliptiques^ p. 35 ; Garre, 1890. 


6. Deraontrer les relations 

02(0) B(u-ha) E(u~a)= Q^a)lB(u) — E^a) 02 (zO, 

02(0) 0(ttH-a) 0(2/;—a) = 02(a) 02(^0 ■— 

= 02 (a) ei{u) - Hf (a) Hf (22), 

02(O) 0(22 -ha) 0 ( 22 — a) = 02(a) 02 (22) -h H2(a) H2(22), 
n2(o)Hi(22-h-a)Hi(22 —a) = 0 f(a) 02 (22)- 02 (a) 02(22), 

Hi (o) 01 (a) 01 (22) Hi (22 —a) — 0 i(o) Hi (a) FIi( 22) 0 i (22 — a) 

= 0(o)H(a) H(22) 0(22 — a), 

Hi(a) 0 (a)Hi( 22) 0 ( 22) -hH(a) 0 i(a) H(22)01(22) 
z= 0(o) Hi(o) Hi( 22 — a) 0(22 -h a), 

II suffit de verifier que, dans chacune de ces formules, le quotient d’un 
des membres par Fautre est une fonction de 22 admettant les periodes 2K 
et 22K' et restant finie quel que soil 22. Ge quotient est alors une con- 
stante que Fon determine en donnant a 22 une valeur particuliere. 
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£T0DE DES VALEDRS RiELLES DE snit, cnu, dn ic, QUAND K ET K' 
SONT RfiELS. APPLICATIONS. 


Nous nous proposons, en vue des applications, de fairc, pour 
les fonctions de Jacobi, une etude analogue acellc que nous avons 
faite pour pu dans le Chapitre III. Nous supposerons, commo 

dans ce Chapitre, que co et j sont reels, ce qiii revicnt a sup- 
poser K et K' reels. 


I. — K ET K' REELS. 


102 . Le module est reel et moindre que i. — La serie qni cle~ 
finit k et k* montre que, K et K' etant reels, A’ et k' le sont aussi. 
Comme on a 

le module k et le module complcmentaire k' sont reels ct plus 
pelits que i. 


103 . Argument reel. — Considerons d’abordla fonclion 


z = sn u = 


T H(^^) 

71 


Quand u varie en restant reel de o a K, .s est r^el puisque, 
dans les developpements en s^rie trigoiiometrique de H(i^) et0(^^), 
tout est reel; dans cet intervalle z varie d’une maniere continue, 
puisque @(z/) a pour racines (a/z + i)2K'. De plus, la 

derivee 

dz 

- = cn M dn jz 
da 


garde un signe constant, puisque les fonctions 0,(«), 
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0 («) lie s'aanulent pour aiicune valeur comprise entre o et K; 
cette derivee est egale a i pour ii = o; done elle est constaniment 
positive entre o et K. La fonction snii est croissaiite : elle est 
nulle pour = o et egale a i pour u = R. 

De la variation de sna, on deduitcelle de cn^^ et dn?;, quand a 
varie de o a K. En efTet 

cn = /i — sa- u 

\arie de i a o, et 

(In zi = /i — sn- a 

varie de i a 

On conclut de la les variations des trois fonctions dans tout in- 
tervalle reel en se rappelant que suit est impaire, que Q,nu et dnz^ 
sont paires, et que Ton a 

sn (zi -f- aK) = — sn zz, 
cn (zz -f- 2 K) = — cn zz, 
dii( zz 2K) = (In zz. 

104. Argument de la forme v zK', v reel. — L’egalite 

sn(p -5- zK') = — 

k sn p 

donne immediatement la variation de snzz quand 

zz = p -t- zR 

et que varie de o a K. Comme snp croit de o a i, sn(p + i¥sJ) 
decroit de 4- co a - • 

Les fonctions 

cn zz = y/i — sn 2 zz, dn zz = /1 — k- sn- zz 
sont purement imaginaires pour ces valeurs de u. 

105. Argument purement imaginaire. — Les series trigono- 

rnetriques definissant H, 0, Hi, 0i montrent immediatement que, 
a etant I'eel, H(zzz) est purement imaginaire; 0(z;zz), et 

0i(m) sont reels. Done, sna^ est purement imaginaire; enm el 
dnuz sont reels. 
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Pour etudier les variations de ces fonctions et metlre ces pro- 
prietes en evidence, nous nous servirons des forinules du n° 80 , 

relatives a Fechange de K et K'. 

Ces forinules permetient de ramener les fonctions sniu, cniii, 
dniu, construites avec les periodes 2K et ills!, a d’autres fonc¬ 
tions snf^, cniu dni<, construites avec les periodes 2K' et atK. 
On a par definition 


sn u = 


e ifo) 

Hi(o) 


X 


H(h) 
e(,«; ’ 


0(0) ^ 

Hi(o) 0 tH) ■ 


Transforinons sniu en nous servant des formules siiivantes de- 

mo n trees a° 80 


e iK') = A.jH(z^|K', zK), 




nous avons d'abord 

H(i^|K, iK') ll{u\K\ ili) 
Q{iu\K., iK') jK) 

puis, d’ane maniere analogue, 

0i(o|K, Hi') _ 0i{o!K', Hi) 
Hi(olK, iK') “ 0(olK', Hi) ’ 


et nous deduisons de la 


sn(/z^lK, iW) = 


.sn(z/dK', zK) 
^cn(z^|K', iK)’ 


en designant par sn(?/[K, iK') la fonction sn?^ construite avec les 
periodes 2K et 2iK' et par sn(?^|K', tK) celle qui s’en dedaiten 
echangeant K et 

En raisonnant de meme et en emplojant des notations analogues 
on demontrerait les deux autres formules 


ca(jM|K, iK') = 


I 

cn(M|K', iK)’ 


dn(iM|K5 = 


da(?^|K', iK) 
ca(z4jK', iK) 


Ainsi, quand u est reel, la fonction snf^^ prend des valeurs 
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purement imaginaireSj tandis que oniu eidniu sonl reels. II serait 
facile de suivre les variations de ces dernieres fonctions : il suffi- 
rait pour cela d’etudier leurs variations quand u varie de o a 
Ainsi la fonction cn(z/[K'', fK) varie de i a o, d’apres ce qu’on a 
viipour les arguments reels; done cn(n/]K., iK.^) croit de i k-j-cc. 


106 . Argument de la forme K 4- iu, u reel. — Prenons inainte- 
nant un argument de la forme K-l-fe/ en supposantque u est reel 
el croit de o a K. On a d’abord 


sn(K -h ill) 


cn( iu) _ 
da( ^ 


puisj en se servant des formuies precedentes et meitant les periodes 
en evidence, on trouve 


sn( K 


iu\K, tK') = 


T 

dn( |K', iK; 


La fonction est done reelle et varie d’une maniere continue 
quand u varie de o a e’esL-a-dire de 0 a la demi-periode reelle 
de ia fonction dn qui figure au denominateur. Appelons pour un 
instant ki le module des fonctions elliptiqnes sn(w|K', fK), 
cn(?/]K^ fK), dn(z/iK'^, ^’K) : nous avons vu que, quand u varie 
de o a la demi-peri ode reelle K', sn(z^|K', fK) croit de o a i, 
dn(?/|K^, fK) decroit constamment de i a 1 — kl - Done, quand u 
croit de 0 a K^, la fonction 

sn(K -f- zK') 


croit constamment de 1 a - 7 .-_ 

v/i-Ai 

On peut trouver directement les valeiirs extremes de la fonc¬ 
tion : pour u=:Oy elle est egale a i puisque snK = i; quand 

u = K^, elle devient egale a ^ ? comme le montre la formule 

sn(p -h zK') = —j 

^ /c sn p 

dans laquelle on fait p = K. On doit done avoir 
_p — = A-'. 
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Le module des fonctions nouvelles sn(z^iK', iK), ... csl 
done k\ 


107 . Eesmne. — Les resultats precedents peuvent se resumer 
ainsi. Soient Oj deux axes rectangulaires: prenons sur Ox 
OA=Kj sur Ofj OB = K^et soil G le quatrieme sommet du rec¬ 
tangle construit sur OA et sur OB. 

Lorsque le point dont I’afiixe est u decrit successivement les 

cotes OAj AC, CB, la valeur de sna varie de o a i, de i uy ? puis 

de j a —T— cc 

A G B 

I 

I j H- x> 


u . 0 

snu . o 


On formerait de meme pour enz^ et dau les Tableaux suivants, 
en supposant toujoiirs que le point mobile parcourt les cotes du 
rectangle OACB : 


u . A 0 B 

cnit. o I CO 

u . C A 0 B 

dnu . 0 k' j cc 


Fig. 7. 



B 

C 


0 J 

A x- 


1 


108 . Expression des periodes par des integrales definies. 
fonction 


satisfait a I’equation difTerentielle 
d, 

qui peut s’ecrire 


^- = enw dn w, 
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•^uand u varie de o a K, est reel et crojt constamment de o 
a I (n® 103 ); on a done 


^0 


clz 


/(I — 


D’autre part, si Ton pose 

zz = K -T- it 


eL si Ton fait varier ^ de o a snu croit constamment de ^ j,''> 

on en dedait 


r"" - . 

Or, en faisant le chang-ement de variable 


I’integrale devient 


if' 

K' est done determine par I’egalite 


^'=/ 


dz 




On voit que est defini a Taide du module compiemenlaire 
comme K est defini a Taide da module k] par suite, quand on 
remplace k par A*', on echange par la meme K et C’est, sous 
line autre forme, le resiiltat que nous avons deja trouve, quand 
nous avons vu que le module des fonctions sn(zzJK', fK), ... est 
egal a k\ 


109 . Relations entre K, K' et k. — Les deux quantites K et R', 
exprimees sous forme d’integrales definies 


(0 

ou 



dz 


A'2 = I 



_ cl^ _ 


) 


/C2 
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apparaissent conime des fonctioiis de la seiile quanliLe Ic. Elies 
sont done lieespar une relation et ne sont pas independanies. 
Cette relation est celle que Ton a etablie, entre K et K', pour 
rendre le miiltiplicateur 

snz; 

^ = lim ; pour u = 0 , 


egai a i. Cette relation peut s’ecrirc (n"" 92 ) 





0i(o). 


Ainsi les fonctions K et Yd de definics par les relations (1), 
verifient cette relation. 

Les fonctions sn, cn, dn, construites avec K ct sont done 
deterininees des qii’on connait k. Aussi, an lieu de les ecrire 
sn(z/|K, les ecrit-on plus sinaplement sn(z/, k)^ cn(?^, /:), 
dn(u^ k). Par le changement de A’ en Id, K et K' s’echangcnt. 

Les fonctions sn(w[K', fK), ... s’ecriront done sn(«, A’'), 
cq(?/, A'), dn(?/, Id), Avec ces notations, les forniules ^lablies 
plus haut pour rargument puremenl inaaginaire s’ecrivcnt 


.sn(z^ A ) 
A) = i —^ 


cn(iiz, A) = 


cn(z^, k')' 


dn{ui, k) = 


dn(?/, A^) 
cn(z^, k') 


Par example, si I on se place dans iin cas de degdncresccnce 
(n^ 96 ), A = 0, on a /d= i, ct la deuxieme formule donne 


eii 4- e-" 

cosiu == -- 

a 


Le module k pent prendre une xaleur reellc quclconquc com¬ 
prise entre 0 et i. En effet, dans la theorie que nous venons d(i 
developper, nous avons vu que, les deux qiiantitds reelles ct 
positives K et etant choisies de fagon a verifier Fdquatlon (2), 
le multiplicateur est egal a i, et le module A donnd par 

i/k = •+• 2v/gr94-, . . 

Bi(o) ^ — e ; 
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nous avons demontre ensuite qiie le module complemenlaire k' 
s’obtieiit en permutant K et ce qui donne 






__jv 
qQ^e " 1 ^'. 


Quand le rapport jr, est mil, q ~ o, k=: o\ quand ce rapport 

est infini, qo = o, k' — o, k=i. Done, le rapport variant de o 

a oD, k varie de o a i, il passe par toutes les valeiirs inferieures a i. 
D’apres la llieorie que nous avons developpee, les determinations 
de K el qui font acquerir a k une de ces valeurs sont donnees 
paries integrales definies (i). 


110. Inversion. — Supposons que, k etant un nombre moindre 
(jue I, on ait trouve entre u et une relation de la forftie 


(3) 



_ ^ _ 


On calculera les deini-periodes K et par les inlegrales de¬ 
finies (i). On construira ensuite les fonctions H, 0, 0i, 
sn(^/, A'), cn(^^, A), dn(?/, k) correspondantes, et Ton aura 

u = arg sn^, = sn 

v/i — = cn zi, /1 — — dn u. 

On aura ainsi realise ce qu’on appelle Vim^ersioJi de Fiate- 
grale (3). 


111. Expression de K par une serie hypergeometrique. — Dans 
la formule qui definit K par une integrale definie, iaisons 
= sino : on aura 

■K 

K= r (i — A2 sin^cp) do. 

Developpons, par la formule du binome, la quantite sous le 
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_i ^ .271 — 1 

/,asin’-o) - = 


/C 2 « 


D'apres line formule due a Wallis et facile a verifierj on a 


C sin 2 "o^/s = 

«L/f> 


•T 1.3.5.. .271 — 1 
2 . .211 


Done enfin 




1.3.5...2/2 — 1 
2 . 4 • <5 . . . 2 /i / 


La serie ainsi obtenue est iin cas particulier de la seric hyper- 
geometrique de Gauss 




? ^ -h l) p -+- t) X- 


On a, en effetj 


K = 1, I. k- 

2 \2 2 


112. Valeurs reelles de pi 2 , dans le cas oii to et y sont reels, ratta- 
cliees a celles de sn2z£. — Supposons qiie la fonction soit con- 
stmite avec deuxperiodes 203 et 2 co^ telles que 03 et ^ soient reels. 

Nous avons etudie ce cas en detail. Nous pouvons, a litre d’cxcr- 
cice, rattacher les resiiltats que nous avons obteniis a ceux da 
present paragraphe, en nous servant de la relation enlre les fonc- 
lions p et sn. Nous avons trouve en general 




2 KX= 2 tO, 2 tK'X = 2 tO^, 


Dans le cas acluel, le poljnome 


4^3- 



a ses racmes reelles ^ le discriminant 

\ — p-3 0-2 

2 cy 3 

est posilif. De plus, ej > Alors A-> o; la valeur de A'- 

est reelle et comprise entre o et i; les pmodes 2K et 2iK^ de ia 
foQclion sn-z4 sont, la premiere reelle, la seconde purement ima- 
ginaire. D’apres cela quand u est reel, pu est evidemment reel. 
Nous avons vu (n^ S 4 ) que, Fargument ii elant purement ima- 
ginaire, pz/ est encore reel; cela resulte de la formule 

Nous aliens verifier cette formule en nous servant de I’egalite qui 
ramene a la function sn- ii. Gherchons Fexpression de 

^2, — ^3)- 

Quand on change §*3 en —^'3, dans Fequation 
4.r^—^ 3 = o, 

on change les signes des trois racines Ci, e^, 63 011, en precisant, 
si Cij e-jj €3 sont les racines de Fequation precedente rangees par 
ordre de grandeur decroissante, les racines de Fequation 

§^ 3 ^ 0 , 

rangees aussi par ordre de grandeur decroissante, seront 

e[=z—e3, e'^ = — ei: 

le carre du module de p(«^, g2 — g'z) ^st egal a 
^2 — ^3 _— ^2 

d I 63 61 63 

On volt que e’est le carre du complement du module de la fonc- 
lion p(a; ^3); le multipllcateur de p(i^; — ^3) est 

X'2= —= X2; 
ei —ei 61—63 

il est le meme que pour la fonclion p(a; g^, g^)- 

En resLinae, changer gi en — gz revient a changer k en /t', et 
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piu:^,,-g3) = -3a^'^X2 /u ,, 

snM T? 


eX !a formiile a verifier 

p(^w; o2j* 3) = —p(^^5‘ 025 —.‘$'3) 


eqiiivaiit a celle-ci 


[ -T- fX- I t 


14 - k'- I I 


oil, en tenant compte de la relation k- + /r^- == i et en posant y = 


sn-{w,k) ' sn-^v,k') 

>r celte earalite resulte immediateinent de la formiile suivante, de¬ 


mon tree an n‘’ lOo 


lsn{v,k') 


Variation des valeurs reelles de pu. — Parlous de la lor- 
mule 






Quaiid y croit de 0 a K, sny croit de o a i; en memo temps a 
croit de 0 a w et p w decroit de 4- go a ei. 

Si Ton pose y = K 4- i^ et si Ton fait varier ^ de 0 a !v\ sn- - 

vane de 1 a ^ ~ j —en meme temps, on a 


u — 0 } ~h ; 


ti croissant par valenrs reelles de o a CL)^,,pz^ va constamment en 
decroissant depiiis e^ jiisqii’a eo. 

Si Ton pose j = iK^4- £ et si Ton fait croitre ^ de 0 a K, sn- j 
decroit de go a en m^me temps, on a 

tc ~ (j) 4— jtj j 
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ti croissant par valeurs reelies de o a oj, pa croit conslamment de 
e‘i a ^2* 

Enfin. posons a == faisons croiLre t de o a ^ et servons-noiis 
de la formuie 

^^ 2 , c 5^3; = — P!d5^^2, — ^^ 3 ). 

Les periodes de la fonclion ecrite an second membre soiit ^ 
et puisqu'en changeant le signe de ^3 on change k en /d, par 
suite K en K.', par suite to et 0/ en % D’apres cela, qiiand t 

varie de 0 a nous sommes dans iin cas deja etudie; p{it ; g-o? — 5 :0 
decroit de i’infini a la plus grande cles racines de [’equation 

c’est-a-dire — e^, Ainsi, t variant de o a p(^; 527 S^) tlccroit 

de -i-GO a — ^3 et par suite p{u] g'o, 53) croit de cc a ^3. 

En resume : 

i*’ Quand a croit par valeurs reelies de o a to, pa decroiL de 
-r 00 a ei; 

2*^ Quand on a = to -h it et que t croit par valeurs reelies 
de o a jDW decroit de e, k 62] 

3® Quand on a u=zbi^-+-t et que t croit par valeurs reelies 
(le o k oy, pa croit de ^3 a Co; 

4 *^ Quand on a a ~ it et que t croit par valeurs reelies de 0 
a ~j pa croit de — 00 a 63. 


Cette discussion a ete resumee an 57 . Nous pouvons d abord 
en tirer cette conclusion que passe par toiite valeur T'eetie. 
D’ailleiirs Tequation 

— = o, 


n’a que deuK racines dans un parallelogramme des periodes, 
puisque le premier membre est une fonctioii doublement perio- 
dique admeltant zero comme pole double et n admettant pas 
d’autres poles dans un parallelogramme des periodes qui contient 



CHAPITRE V. 


I Go 

zero. Les deux racines sont evidemment, a des multiples pres 
des periodes, egales a -H p et — 

Nous avons ainsi defini toutes les valeurs de u pour lesquelles 
la fonclion p u est reelle. 

Etude de laderivee pour les valeurs qui rendent la fonclion 
reelle, — D’apres Pequation 

—“^3), 

ia deriveep^w est reelle quand pu est siiperieure a ou comprise 
entre <?2 et eaj elle est purement imag'inaire dans les autres cas. 
VoYonSj avec plus de details, comment se comportela derivee dans 
les cas examines dans le paragraphe precedent : 

Quand u croit de 0 a co, pu decroit constamment; la derivee 
est reelle et negative; 

Quand on a ?/ = to + it et que t croit de 0 a y, pu decroil 
constamment, p! u est purement imaginaire, la derivee de pu par 
rapport a t est negative; cette derivee est ipUiy ainsi est 
positive; 

S'’ Quand on a = et que t croit de o a to, croit 

constamment, p' u est reelle et positive. 

Dans chaciin des cas precedents on a examine seulement iin in- 
tervalle correspondant a une demi-periode. En se servant de cc 
que la fonclion pu est paire et admet les periodes 2to, 2 to', on 
verifiera sans peine le resultat sulvant, se rapporlant aux cas od p a 
est reelle : 

La derivee change de signe quand la partie reelle de u passe 
par un multiple de to ou quand le coefficient de i passe par im 

multiple de • 

11. — Biquadratique gauche. Surface des ondes. 

113 . Equations de la biquadratique. — La courbe definie par 
les equations 


:o 


X — still. 
JK — cn u. 
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dans lesqiielles u designe un parametre variable, est rintersection 
de deux surfaces du second degre, puisque Ton a entre a:, y, z les 
deux relations 

et, d’autre part, on peut toujours, par une transformation homo- 
graphique, ramener a cette forme les equations d’une biquadra- 
tique gauche. Nous allons indiquer les proprietes les plus simples 
de cette courbe, en nous servant de la representation parametrique 
precedente. 

Pour tous les raisonnements qui suivent, il importe de faire choix 
d’un systeme de periodes qui appartiennent a la fois aux trois 
fonctions sn?4, cnii^ dn^^. Or ces trois fonctions admettent toutes 
les trois les deux periodes 4 K- et Envisagees a ce point de 

vue, ce sont des fonctions elliptiques que Ton pourrait exprimer 
rationnellement al’aide de la function p(z4j2R, construite 

avec ces niemes periodes, et de la derivee de cette fonction. 

Soil P un parallelogramme des periodes 4 K- et construit 

SLir les deux periodes communes a sn^^, cn?/, dn?£. Nous allons 
montrer d’abord qu’a chaque point M de la biquadratique, les re¬ 
lations (i) font correspondre une seule vaieur de ii dans le paralle¬ 
logramme P, En effet, coupons la biquadratique par an plan 


nous obtiendrons quatre points M2, M3, M.,, en associant a 
X = les cjuatre systemes de valeurs 

y =±s/\ — a;l, ^ =±/i — 

D’autre part, Tequation x = Xx donne 

sn li — Xi = o, 

la fonction elliptique snw — Xi ayant dans le parallelogramme P 
des periodes 4K- et quatre poles simples, a savoir les poles 
de sn^4, y possede quatre zeros W4* Si Ton prend suc- 

cessivement ces quatre valeurs de k chacune d’elles correspond 
un point de la courbe dans le plan x = Xi. On obtient ainsi d’une 
autre maniere les quatre points , Mo, M3, M4. Si alors on fait 

A. ET L. II 
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choix d’lm de ces points, le point Mi j par exemple, il lui corres¬ 
pond dans le parallelogramme P ime seule valeur de la yaleur 
Done a un point de la biquadratiqne correspond, 
dans P, line senle Yaleiir Ui de u : dans le plan tout entier sur 
iequel on figure la variable u, ii correspond an point une 
infinite de valeurs de ii donnees par la formule 

II = III -h 4 Iv -T" 4 1^ J 

m et n entiers. On a done une representation parametrique par- 
faite de la courbe. 

Remarque. — Si Ton se donne la valeur de a:, ^ et si 

Ton appelle Ui Tune des racines dePequation snu~ = o dans P, 
les autres lu, ih-i sont donnees par 

snu — sn zii = 0 ; 


elks sont liomologues des points 

2K —z/i, aKn-zzi. 

Hi. Forme de la courbe. — On apergoit immediatement la 
forme de la courbe, en remarquant qu’elle est symetrique par rap¬ 
port aux plans de coordonnees, et quklle se projelte sur xOy 
suivant un cercle, sur xOz suivant une ellipse, sur j/-0;:j suivant 
line hyperbole. 

Mais voyons comment il faut faire varier Targument pour ob- 
tenir tous les points reels de la courbe ; x ety etant supposes ikels, 
la relation 

x--hy^-= I 

moDtre que chacune des quantiles sn-cn-aest plus petite que i 
et Ton en conclut que ii est reel, a des multiples pres des quantiles 
2K et 2iK!. 

Les formules relatives a la periodicite des fonctions sn, cn, dn 
font voir que les points u et u -f- 2K sont symetriques par rapport 
a I’axe 0 ;j ; les points u et u + sont symetriques par rapport 
aFaxe Ox. 

Il suffit done deja de faire varier de o a 2K. De plus les for- 



cn(2K — u')— — cn w, 
dn (2 K — 11}=^ dn ii 

montrent que les points u et 2K— ii sont symetriqnes par rap¬ 
port au plan des z-x. Nousferons done varier ic sealement depuis o 
jasqu’aK. Nous obtenons ainsi un arc BA de la courbe sitae aii- 
dessiis du plan des xr, aliant d’un somniet sitiie dans le plan 
desy^ a iin sommet situe dans le plan des zx, II reste ensuite a 
completer la courbe en se servant des sjmetries indiquees. 

llo. Condition pour que quatre points de la courbe soient dans 
un mtoe plan. — L'eqiiation que determine les parametres des 
points d’intersection de la courbe avec le plan 

A X 4 - Bj' G 3 - D = o 
est 

(^1) A sn z/— B cn z; 4 " G dn -4-D = o. 

Le premier membre est line fonction doublement periodique aiix 
periodes 4K. et 4^1^^ admettant dans iin parallelogramme des pe- 
riodes quatre infinis qui sont les zeros de par exemple les 

points 

z;K', /K'-haK, —zK', —zK'4-2K. 

La fonction (2) a done dans un parallelogramme quatre zeros 
Uo-i i(z-) u.\ correspondant aux quatre points d’intersection du 
plan avec la courbe. La somme des zeros ne difFere de la somme 
des infinis que par des multiples des periodes 4 b. et 4 • on a 

done 

( 3 ) zzi H-ZZ2-1-' Ut, = \ mli4 niK\ 

m et n entlers. Cette condition ndeessaire pour que quatre points 
soient dans un plan est suffisante. On le voit comnie pour trois 
points enligne droite sur une ciibique plane (n° 59 ). 

Plans hitangents inenes par une tangente donnee. — Soit lu 
le parametre du point de contact M^ de la tangente donnee et u le 
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paranietre du deuxieme point de contact M, on a 

2 ZZ -r- 2 Zii = 4 ^ “f" 4 ^ j 

a = ~ ZZi -h 2 772 K 2 ni K\ 

Comme deux valeurs de u qni ne different qiie par des multiples 
de 4K et 4 i¥J donnent le meme point, il suffit de donner a cliaciin 
des nombres entiers m et n les valeurs o et i et, par suite de 
considerer qualre valeurs de savoir 

— ZZl, — Ui~r- 1 K, — lt{ -f- 2 — U\ -f- 2 K -f- 2 zK^. 

II y a done quatre plans bitangents qui passent par la tangentc 
en Mj; les points de contact sont les sjmetriques du point M, par 
rapport aux trois plans de coordonnees et par rapport a I’origine. 
On voit de plus que les quatre plans bitangeiits mcnes par la 
tangente enMi sont les plans tangents aux quatre cones du second 
ordre passant par la biquadratique (trois de ces cones se reduiscnl 
ici a des cjlindres). 

II est facile de deduire de la que le rapport anharmoiiique 
des quatre plans bitangents menes par la tangente en reste 
fixe qiiand le point se deplace siir la courbe^ En effet, les 
equations des quatre cones sont 

O ™ k^x- -r Z- — I =Z 0^ 

0 - / = 0 . 

Les equations des plans tangents an point M< sont de la forme 

P = o, Q-_/: 2 P = o, 

Q = o, Q-- P =0; 

le rapport anharmonique de ces quatre plans est egal a Ji est 
constant et Ton voit que sa valeur donne le carre du module des 
functions elliptiques qui ont servi a la representation parame- 
trique. 

^ Si Ton prend la perspective de la biquadratique, le point de vue 
etant au point M, de la courbe, on obtient une cubique qui passe 
par la trace w, de la tangente en M,; les plans que Ton pent 
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mener par cette tangente et les tangenles a la coiirbe de Fespace 
ont pour traces les tangenles a la cubique nienees par le point . 
D’ou ce tlieoreme : 

D'un point pi'is sur line cubique on pent encore mener cjuatre 
tangenles a la cubique et le rapport anharmonicque de ces 
quatre tangenles est constant. 

Points de rencontre de deux tangenles d la bicquadra- 
iiqiie. — D'apres ce que nous venons de voir, si deux tangenles 
sonl dans un ineme plan et ne sont pas paralleles, leiir point de 
rencontre est situe dans Fun des plans de coordonnees. Pour avoir 
le lieu de ceux de ces points qui sont situes dans le plan x= 
par exemple, il suffit de cliercher la courbe decrite dans ce plan 
par la trace de la tangente en un point variable de la biquadratique. 
On trouve sans peine que ce lieu pent etre represente par les 
equations 

_ T _T 

^ ~~ cn id ^ dn u ’ 

et qu’il est du quatrienie degre. 

Cette ligne et les llgnes analogues situees dans les autres plans 
de coordonnees et le plan de Finfini sont les lignes doubles de la 
surface du buitieme ordre engendree par les tangenles a la biqua¬ 
dratique. 


116 . Plans osculateurs menes a la courbe par un point de la 
courbe. — Supposons que Irois des quatre points d’intersection 
de la courbe avec un plan soient confondus. La relation entre les 
parametres de ces quatre points devient 


ou bien 


H- 3 zi = 4 4 rlK.' 



3 


7 ?? 11 ^ 


II suffit de donner a cliacun des nombres entiers m et n les valeurs 
o, I, 2. II y a done neuf plans osculateurs menes a la courbe, par 
le point M^. Quand on projelte la courbe, le point de vue etant 
enM^, les traces de ces plans deviennent les tangenles d’inflexion 
de la cubique. 
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Plans siu'osculateurs, — Si les quatre points cl intersection 
de la coiirbe avec un plan viennent se confondre, la relation entrc 
les parametres de ces quatre points devient 


ou bien 


= 4 7?^K-f- 6,nii\! 
u = 7?iK -h niK\ 


Chacun des entiers ni et n pouvant prendre quatre valeurs o, i, 
2 , 3, on troLive i6 points. Ces points sont les somniets dc la 
courbe : iin des plans correspondants est la limite d’lin plan bi¬ 
tangent dont les deux points de contact sont venus se confondre. 


117. Determination des surfaces du second ordre passant par la 
biquadratique. — Considerons line corcle joignant deux points 
quelconqnes , Mo. de la biqiiadratic|ue; il existe une surface du 
second ordre S passant par la courbe gauche et admcttant R^Mo 
comme generatrice rectiligne. Si I’on niene un plan par la cordc 
M, Mo et siMp Mo sont les deux nouveaux points cVintersection 
de la courbe par ce plan, la droite M' M', est une generatrice de 
la surface S et une generatrice du second systeme, on appelant 
premier systeme celui aiiquel appartient la droite M^M 2 . En 
tenant compte de la relation qui exprime que les quatre points 
Mj, Moj M', M'o sont dans un meme plan 

ILx -r- U-i -h U\ -T- U'^ = 4 1^ H- 4 ^ ^ 

on voit qiih// 2 e generatrice (Pun systeme determine de S ren¬ 
contre la biquadratique en deux points dont les arguments 
ont une somme constante. 

La vaieiir de la constante change seulement de signe quand on 
passe d’un systtoe de generatrices a I’autre pour une nidme surface 
du second ordre; elle est egale a nne demi-periode o, aK, 
ou 2 'K-y- 2 iEJ quand la surface est Tun des quatre cones du 
second ordre qui passent par la biquadratique. 

Comme application, nous aliens considerer des polygones dont 
les cotes sont des generatrices d’une surface S passant par la bi- 
quadratiqiie et dont lessommets sont sur la courbe, et nous cher- 
cherons la condition pour qu’un polygone ainsi defini se ferme. 

Les arguments de deux sommets consecutifs sont lies par les 
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relations suivantes, dont les deux formes correspondent aux deux 
systemes de generatrices, 

III -5- W 2 ^ G, 

ih)^ G, 
uz H- = G, 

— (1^4 H- Ih)~ G, 


le signe de congruence = signifiant que I’egalite a lieu a des mul¬ 
tiples pres des periodes 4K. et 4^K-G Si I’on veut, par exemple, 
avoir un quadrilatere, on exprimera que ne difFere de que 
par des multiples des periodes 4 K. 4iK-G En ajoutant membre 
a membre les equations precedentes on trouve 

4 G = 4 ri'i' K -r- 4 

C doit etre un quart de periode. Les quadrilateres ne se ferment 
que si la surface consideree correspond a une telle determination 
de C et ils se ferment toujours pour une surface ainsi definie. 

II resulte de ce qui precede qii’une surface du second ordre 
passant par la biquadratique est caracterisee par un argument 
elliptique defini au signe pres. 

118. Equation de la surface des ondes. — Cette surface pent 
etre defmie de la facon suivante. Etant donne un ellipsoide qui, 
rapporta a trois axes rectangulaires, a pour equation 



on le coupe par un plan variable passant par le centre 
Ax -{- By -t- Cz = 0 

et, sur la normale au plan menee par le centre, on porte a partir de 
ce point des longueurs egales aux axes de la section. 

L’equation qui donne les longueurs des axes de la section est 
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Pour Tun des points r, ^ correspondant an plan A, B, C on a 


^ - Z - i 

A " B “ G’ 




de sorte que I’equation de la surface est 

32^2 




En chassant les denominateurs et en supprimant le facleur 
z- on obtient 


(^ 2 _^^y 2 ^^ 2 )(;a^-^^-+ p 2 ^ 2 ^.^ 2 ^ 2 ) 

_ ( 0-2 H_ y 2 ) a 2^2 _ (.^2 + ) [32^.2 „ ( a 2 + ^2 ) .^2 ^2 + y"- = O , 

La trace de la surface sur cliacun des plans de coordonnees se 
decompose en deux coniques. II est facile de le voir en se reporlant 
a la definition geometrique des points dulieu. SiFon coupe I’ellip- 
soide par im plan tournant aatoiir de Fun des axes, Oy par 
exemple, Fun des axes de la section est conslamment cgal a Faxe 
moyen Fautre est un diametre de Fellipse principalc situee 
dans le plan zOx. Les points correspondants du lieu sont dans 
le plan zOx et ils sont situes sur un cercle de centre O et de 
rayon p et sur Fellipse que Fon obtient en faisant tourncr d’un 
angle droit Fellipse principale. La trace de la surface est done rc- 
presentee par Fensemble des deux equations 


y = 0 , (a? 2 -h — p2)^Qt2^2_^ = oj 


on trouverait de meme pour les autres traces 

= 0 , (^2_^_^2_.^2j(a2^2_,. p2^2_a2p2)== 0 , 

^ =0, (j24_22_a2)(p2^2_^^2-2-_ fj2^2)^ O. 

Ceci conduit a mettre Fequation de la surface sous la forme 

I + P2)(a2a;24_ p2j/2_^_^2^2_3(2y2) 

I -i.(p2_a2)(p2_.^2)^2==o. 


G’est cette forme dont nous aurons surtout a nous servir. II est 
evident que Fon aurait une forme analogue correspondant a 
cbacun des autres plans de coordonnees. 
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119. Expression des coordonnees d’un point de la surface en 
fonction de deux parametres eUiptiques. — On peut exprimer les 
coordonnees d’un point variable de la surface en fonction de deux 
parametres ellipdques au moyen des formules 

57 = ^ sn (zz, /:) dnT p, 
jr = a cn(zz, /:) cn(p, 1), 
z = OL dn{ii, k) sn(p, 1), 


le module k des fonctions del’argument u et le module I des fonc- 
tions de Pargument p etant definis par les egalites 



ou Ton suppose 

Nous ecrirons les formules precedentes sous la forme abregee 

x = 

y = acci, 

z — % dsi^ 

en attribuant I’iudice i aux fonctions de Pargument 

Verifions d’abord que les valeurs de y, jz donnees par ces 
egalites satisfont a Pequation de la surface quels que soient ii et p. 

En elevant au carre les deux membres de chaqiie egalite et en 
exprimant les fonctions eUiptiques de chaque argument a Paide 
du sinus amplitude correspondant, on trouve successivement 

j/ 2 _ a 2 = —a- 52 — 

On en dedult 

p 2 =:(^ 2 _a 2 )( 52 __i)^ 

a2^2 + p2_^2 + .^2 52 _ a2 f — p2 ) (52 _ I)^ 

et comme on a pos6 


j/2= a2(l —52 )(i —5f), 
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on voit que I’on a bien, qnels que soient 5 et 

( 2,2 ^ ^ ) ( a2 4- y 2 ^2 ) = ( p 2 __ r^2 ) ( yS _ ^2 )^2 . 

120. Intervalles dans lesquels il snffit de faire varier la partie 
reelle et le coefficient de i de cliaciin des arguments pour avoir 
toute la surface* — Les trois fonctions cn^^, dnz^ admettent 
comme periodes 4K et4ilv^; de meme, Ics trois fonctions snp, 
cnp, dnp admettent les periodes 4JL et l\ilJ (en sapposant que L 
et U correspondent a I comme K et a k). Mais les formules 

sn(zi -I- 2K) =— sn zij dn(p H- 2 iV) = — diip. 

cn(zi -r- 2 K) = — cn ZZ-, cn (p - 4 - 2 z;L^) = — cn p, 

dn(zz4-2K)= dnw, sa(p-f~ 2z;L') = snp, 

montrent que les arguments 

Z^-H2K, PH-2z‘L' 

donnent le meme point que les arguments 

Uy P. 

On verrait de meme que 

Z^-f-2iK', P-+-2L 


donnent le meme point que 


u, P, 

et 1 on pent conclure de la qn’il suffit de faire varier la partie ima- 
ginaire de u entre deux valeurs differant de ciilkJ et la panic ima- 
ginaire de p entre deux valeurs differant de 2 W. 

121. Les lignes param6triques sont orthogonales- — Les lignes 
obtenues en faisant varier un seul des paramelres et p sont des 
biquadratiques (^voir n^^llS). Nous allons d^montrer que les deux 
families de lignes ainsi definies sont ortbogonales. 

Les cosinus directeurs de la tangente sont proportionnels a 
y u? -’ic pour un point de la ligne obtenue en faisant vainer le para- 
metre u; les qiiantites correspondantes sont proportionnelles a 
y^j -V pour 1 autre ligne; nous avons done a verifier que Ton a, 
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pour un sjsteme quelconqae de yaleurs de u et de P’, 

uYV ■^U ~ ^ • 

Calculous ces derivees : 

3^'^=^cddi, xl = — ’^l-ssiCi, 

— casdci, y^ = -~c(CSidi, 

— ak-scsi^ z\,~%dcidi. 

Dans chacun des produits troiive en 

facteur 

scdsi Cl diy 

et Fegalite a verifier se reduit a Tidentite 

— jj- a-— a-Zc' = o, 
a- 

evidente, si Ton se rappelie que /-= 119). 


122. Points singuliers. — Nous avons vu que la trace de la 
surface sur I’un des plans de coordonnees se decompose en deux 
coniques; les quatre points commims a ces deux coniques sont 
des points coniques de Ja surface. Considerons, en particulier, la 
trace sur le plan zOx. On doit avoir 

= o, cn UCRQ = 0. 

Pour cn = 0 , on a 5- = i, et I’equation (n° 119), 

( ^2- — l) 

montre que les points correspondants dii lieu sont les points du 
cercle 

.^2^_ .2__p2=o. 

Pour cn = 0 , on a = i, et I’equation 

a2 ^2 ^2^2 _|- .^2 -2 ^2 2 = a2 ( ^2 — |3 2 ) ( 5 f — r ) 

montre que les points correspondants du lieu sont les points de 
I’ellipse 

a2 572 _|_ = a2y2^ 

L’un des points d’intersection du cercle etde I’ellipse est donne 
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par les valeurs des parametres u et c? telles que Ton a a la fois 
cnw = o, cnp=o. 

Mais cliacune des trois derivees y conlient en facteur c 
ou et il en est de meme pour 4* Done, Ics devcloppe- 

menls Aex^y,:^^ suivantles puissances des accroissemenLs Ap 
donnes aux parametres a partir dii point considere, commencent 
par des termes dii second degrej le point est point coniqac de la 
surface. On verifie sans peine que ses coordonndes annulcnt les 
trois derivees /j, 4', /J da premier membre de Tequation de la 
surface. 

Nous avons ainsi quatre points doubles reels dans le plan;:0^. 
On les obtient comme points du liea lorsqu’on coupe rdlipsoidc E 
par un plan passant par Faxe mojeii et donnant comme section 
un cercle. 

Fig. 8 . 



On trouverait de meme quatre points coniques do la surface 
dans cliacun des autres plans de coordonnees el il resultc dc la 
definition geometrique des points du lieu qu’il n’j a pas d’auLres 
points coniques a distance finie. La forme de Fequation dc la sur¬ 
face conduit a considerer comme points coniques les points al’in- 
fini sur les quatre generatrices communes aux deux cones 

Z-zzz 0^ ^2 -2— Q, 

On a done en tout seize points singuliers; quatre de ces points 
seulement sont reels : ce sont les quatre points coniques situds 
dans le plan zOy, 
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123. Plans tangents singnliers. — Ua plan perpendiculaire a 
nil plan principal, et dont la trace sur ce plan est une tangente 
commune aux deux coniqnes en lesquelles se decompose la sec¬ 
tion principale correspondanle, est iin plan tangent singulier : il 
touche la surface en une infinite de points sitiies sur un cercle. 
Considerons, en particulier, la trace de la surface sur le plan 
des xz 

X- z- 

-j-Z “— S-= Oj —r -r- —r — 1 = 0, 

et cherchons d’abord les tangentes communes a ces deux coniques. 
Si une droite 

ux -h iVZ -f- I = o 


est tangente a chacnne de ces coniques, on a 

p _4- ^2 (p2 _ I ^ Y- H- a2 CP- = I. 


En resolvant ces deux equations, on obtient 


Q 2 <-rj2 

(P “ 



pit =zt /:, 
ti (P = it: //. 


L’une de ces tangentes a done pour equation 
kx -h k'z — 3 = 0 . 

Coupons la surface parle plan perpendiculaire a et ay ant 
pour trace celte tangente commune. En remplacant dans I’equa- 
tion dll plan x el par leurs valeurs en fonction des parametres 
elliptiques, nous avons, entre les parametres d’un point de la sec¬ 
tion, la relation 

k 6 sdi -h /c'a dsi — p = o, 

et, comme on a Jx i relation pent s’ecrire 


ksd\ -4“ Idsi — I — o. 


Pour verifier que la ligne definie par cette relation est une 
conique comptee deux fois, nous allons la couperpar une surface 


p = const. 
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et nionlrer c|ii6 l6S points d'lntersection sont deux a deux con- 
fondus. Les valeurs de 5 et de d correspondant aux points d’inter- 
section soot donnees par les deux equations 

lisdy — lds\ = I; 
k-s-^ d- ~\. 

Or, Fequalion du second degre qui donne les valeurs de ^ a ses 
deux racines egales; tandis que si Ton avail coupe la surface par iin 
plan quelconqiie parallele a Ojr, le meme calcul aurait conduit a 
deux valeurs distinctes de s. Done le plan 

kx -H k'z = p 

coupe la surface suivant une conique comptee deux fois el, comme 
il nV a pas de ligne double sur la surface, il est tangent lout le 
long de cette conique. 

On pent verifier le resultat precMent au moyen d’un calcul 
plus symetrique, en formant une combinaison bomogene des deux 
equations precedentes en s et savoir 

(/c’- 52 -h d^)(l-s] -I- d^) — (ksdi -H dlsi^ = o. 

Cette equation donne les valeurs de Or, en transformant le 
premier membre d’apres I’identite 

on voit qu’il se reduit a 

{kissI — ddi )-, 

et Ton retrouve que les points d’lntersection sont deux a deux 
confondus. Mais on peut, en outre, deduire de ce calcul une 
forme de Tequation de la surface mettant en Evidence les plans 
tangents singuliers perpendiculaires au plan zOx, Nous avons 
remarque qu’on a Fldentit^ 


i—{ksd, -h dlsiY-— {klssi--- dd^y, 

en supposant s et ^/d’une part, Si et d’autre part, lies par les 
relations 
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Cette identite peut s’ecrire 

Jcsdi —r~ ells I ~~ I) hsdi ells i -r* 1} (Iclssi — dd-i . 

et, en jchangeant^i en —on en deduit 

— {/csdi — dlsi — r )(Icsdi — ^ {klssi -f- ddt 

Multiplions niembre a membre ces deux identiles et designons 
les parenlbeses situees dans les premiers membres par q^^ 

^ 3 , q^, nous obtenons la nouvelle identite 

qui peut encore s’ecrire 

qi q-2 qzq^^iId -f- d SJ — i)-, 

et qui donne la forme cliercliee de I’equalion de la surface; il 
suffit d’y remplacer d, Si^ en fonction des coordonnees x, 
z du point correspondant de la surface; 

q 1 ~ ksdi -T- Is id — i 

devient 

Qi~ 

goj 5 ^ 3 ? q^ se transforment d’lme facon analogue. D’autre part 
devient (n*^ 119), en designant par \ et [j. des constantes, 

= A2(a-2ir2-U j2 _j_ ^2 _ — I, 

et Ton obtient pour la surface I’equation 

Qi Q2Q3Q4 ='f"- 

Cette equation montre d’abord que la section de la surface des 
ondes par le plan = o est la conique section de la surface <p 
par le meme plan, comptee deux fois. Cette conique est un cercle, 
car en chercliant les plans rdels qui donnent des sections cir- 
culaires dans la surface cp, on trouve que ces plans sont paralleles 
aux deux plans 

(a2-~ p2)^2_|_ (^2_ j32)^2 = o, 
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ou bien 
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k-2x^-—k'^-z^-=o, 

(kx-^k'j=)(kx~k'jz) = o. 

Nous avons irouve quatre plans tangents singiiliers correspon- 
dantau plan ^ 0 ^; on en trouveraitde meme quatre autres corres- 
pondant aux deux autres plans de coordonnees, et quatre autres 
qu’on peut definir comme les plans tangents communs aux deux 
cooes 

^2 ^ ^2 = 0 , a 2 P 2^2 y 2 ^2 = 0 . 

On a ainsi seize plans tangents singuliers dont chacim touche la 
surface tout le long d’une conique. 

124. Forme de la surface. Distribution des valeurs des para- 
metres. — La Jig. 8 (*) indique les sections de la surface par les 
trois plans de coordonnees. La surface se compose de deux 
nappes reimies par quatre points coniques et dont Tune est tout 
entiere situee a Finterieur de Tautre. 

Elle est representee, en perspective, dans la fig. 9 : on a 


Fig* 9* 



menage ime ouverture qui permet de voir la nappe interieure. 


(*) Ces figures sont empruntees au Traite de Geometric de MM. Roiiche et 
de Comberousse; Gautliier-Villars. 



ETUDE DES VALEURS REELLES DE snw. CflU, clll 177 

On a represenle {Jig\ lo) Ic corps soliJe ou noyau qui serait le- 



convert par la nappe interieure seule, el {Jig. ii) la section de 
la surface par un plan passant par les quatre points coniques. 


Fig. IT. 



Clierchons 

relation 


entre qiielles limites varient s et D’apres 

^24_j2^^2_a2= (p2_- ^2)^2^ 


la 


si nous coupons la surface par line sphere concentriqucj tout le 
long de rintersection reste constant, .r, sont a des facteurs 

constants pres egaux kd,,c^,sr, Tintersection est line biqiiadra- 
tiqiie. Le carre du rayon de la sphere pent elre lepresente par 

p2=a2_4_ ( 32 ^^ 2 ) 52 . 

Pour qiie la sphere rencontre la surface, il faut qiie p- soit 
positif et compris entre et f- : doit done etre positif et com- 

I 

pris entre o et 


A. ET L. 


12 
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Quand 5 - varie de o a i, la Liquadratique formee de deux ovales 
separees par le plan yOz decrit la nappe interieure de la surface. 

Quand varie de i a ^ la Liquadratique formee de deux ovales 

separees par le plan x Oy decrit la nappe exterieure. 

De meme, d'apres la relation 

y-Z= a2(Y“— 

on voit que s' varie entre o ot -p* A une valeiir donnee de Si 

correspondent des points situes siir une biquadratique; quand 
varie de o a i la biquadratique formee de deux ovales separees 

par xOy decrit la nappe interieure; quand varie de i a la 

biquadratique formee de deux ovales separees par yOz decrit la 
nappe exterieure. 

On deduit aisement de ce qui precMe le moyen de determiner 
la nature des arguments qui correspondent a un point pris sur 
Pune des nappes de la surface et la position du cbemin decrit par 
le point M d’arguments u et quand on fait varier un seul de ces 
arguments. 

Prenons, par exemple, un point Mq sur la nappe interieure et 
dans le triedre des coordonn^es positives; Pun des systemes d’ar- 
guments correspondants sera forme de deux valeurs reelles Uq, Pq 
telles que Pon ait 

o<zeo<K, o<t^o<L- 


Nous avons deja remarque que le meme point est donne par les 
valeurs 


{‘iK — Uo, — Vq) 


des arguments, et il est evident qu’on pent partir de Mo avec le 
systeme Wq? et reveuir au m^me point avec le systcme 
( 2 K— 2 L-—Po) en faisant varier successivement un seal des 
arguments. 

Voyons, en detail, comment se d6place le point M d’argu- 
ment u, v, quand, m restant %al a Mo, varie de Oo a 
puis, quand, 0 restant egal i 2 L — (>o, u varie de a aK, — 
Pour u =■ ou a uue biquadratique form4e de deux ovales que 
separe le plan des yz. Comme nous ne considdrons que des va- 
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leurs positives de v, le point M restera sur Fovale de droite: 
soil cette ovale. De meme. pour v = Vo, on a ime biquadralique 
formee de deux ovales separees par le plan des Le point M 
restera sur I’ovale situee au-dessus de ce plan; soil celte ovale. 
Cela pose, quand varJe de (’o a L, puis de L a sL — Vo? 
point M se deplace sur depuis Mq jusqu’au point le plus baut 
de i’ovale, traverse le plan des et vient en sjmetrique 
de Mo par rapport a ce plan. Quand ensuite u varie de Wq ^ K, 
puis de K a 2 K— Uq, le point M se deplace sur depuis jus¬ 
qu’au point de la courbe Ca situee dans le plan et dont Vx 

est positive, traverse le plan et revient en Mq {Jig- 12 ). 


Fig. 12. 



Remarquons encore que les points de C„ ou la tangente est pa- 
rallele a Oy sont sur le cercle 

ou plus exactement sur Fun des deux arcs de ce cercle qiii appar- 
tiennent a la trace de la nappe interieure; les points de ou la 
tangente est parallele a Oy sont sur Fellipse 

ou mieuxsurl’un des deux arcs de cette ellipse, qui appartiennent 
a la trace de la nappe interieure. 

Pour im point de la nappe ext^rieure Fun des systemes de va- 
leurs de w, ^ est de la forme 


zi = K -h la', 


p = L - 4 “ il? j 
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a! et y etant reels; Faiitre systeine est alors forme des valeurs con- 
juguees 

2 K = K — ia\ 2 L — p = L — ih'. 

On verra, comme dans le cas precedent, comment on pent 
passer d’une maniere continue du premier systeme an second. 

Remarque. — Le fait qu’a un point donne correspondent 
deux systemes distincts de valeurs de u et p, donne lieu u une 
complication analogue, d’une cerlaine fagon, a celle qii’on ren¬ 
contre dans I’etude des fonctions algebriques. La discussion pre- 
cedente montre comment on pourrait faire disparaiLre, en partie, 
cette complication, en considerant la surface des ondes comme 
formee de deux feuillets reunis suivant des lignes joignant deux 
des points coniques. 


III. — Pendule simple. £lastique plane. Corde a sauter. 

Mouvement a la Poinsot. 

12o. Pendule simple. *— Quoique la theorie du pendule simple 
se deduise comme cas particnlier de celle du pendule splieriquc 
que nous avons traitee a I’aide des fonctions p et o', nous la 
reprenons ici a litre d’application des fonctions sn, cn, dn. 

Fig. i 3 . 



Prenons un axe 0^ vertical et dirige vers le haul, I’originc 
etant au point de suspension du pendule, et supposons le mobile 
lance du point le plus bas Z) avee une vitesse initiale .o' 
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le theoreme des forces vives donne 

v ~ 

V'= 2 a — z) avec a = — / -i- - • 

1 ° Supposons d’abord que la droite !!(:; = 6^) coupe le cercle 
en A, A^, c’est-a-dire que Ton ait Z, ou ro< ^\' Le moii- 
vement cousistera alors en oscillations isochrones entre A et Ah 
Prenons pour variable Tangle MoOM =: L Nous avons 

=—Z cosO, a = —Zcosa, 

en appelant a Tangle d’ecart maximum MoOA. L’expression de la 
vitesse est 

__ds _ I cm 
^ ~ dt ~~ dt 


et Tequation des forces vives devient 

Z-(~j =2 ^Z(cos 6 — cosa), 


qu’on pent ecrire 


, / <:Z 6 \ - , / - o • o Q 


d’ou 




^0 


/ a ( 

IV sin~ - — sm^- 


Nous prendrons le signe + en supposant que le mobile monte. 
En comptant le temps a partir du moment ou le mobile part 
de Mo et en posant 


.0 .a 

sin ~ — u sin ~ j 
2 2 


on a 


— . sinS-V 

On est ainsi ramend a une integrale elliptique et Tequation ci- 
dessus resolue par rapport a u peut s’ecrire 


f'- 


= sn V 
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.0 .a , 

sm- =sin-sn(^^|/ -jj, 


cos- 




on obtient ainsi les coordonnees /sin9 et /cos6 dii mobile cn 
fonction uniforme du temps. 

Pour avoir le temps T que met le mobile a aller de Mo en A, il 
fail! faire varier 9 de o a a, c’est-a-dire de o a i; done, en posant 


K 




du 


on aura 


sera a 


pour T la valeiir duree de Foscillation simple 

Kl/f Si Fon ajoute cette quantile a le mobile doit 

prendre la position symetrique de M et sin9 doit changer de 
signe, ce qui foiirnit une verification de la formule 

sn(27 2K) =— sn37. 

2 ° II nous faut maintenant considerer le cas ou la droite 11 ne 
rencontre pas le cercle, e’est-a-dire oii Ton a a > /. L’equation 
des forces vives i^-= 2 g(a — jz) peut s’ecrire 

ZcosO) = -hi —2 I sin2 


Oil 




2 I 


en posant /c-= — — k- est plus petit que i puisque a est plus 
grand que /. En resolvant par rapport a dt^ posant 

A = - 1) , 


et prenant u = sin - comme nouvelle variable, il vient 

f'' du _ 

Jo /(T~M2)(l-^/e2w2)' 


2 

It: 
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d’ou, en resolvanl: par rapport a c’esL-a-dire en faisant Fin- 


On en dediiit 


u z=: sn(Xt')^ sin - = snA ^). 


cos - = 1 — sii-( A I ) = cn(A/). 


Le temps T que met le mobile a arriver au point le plus liaut 
s’obtient en faisant varier 6 de o a t:, c’est-a-dire w de o a i; il est 

done —• 

3® II reste enfin a traiter le cas intermediaire od la drolte II 
serait tangente a la circonference donnee : a = L On pent alors 
effectuer les integrations a Faide de fonctions exponentielles (cas 
de degenerescence), car le module k des fonctions elliptiqiies 
precedentes devient egal a i. Revenons, en effet, a Feqiiation 
des forces vives g{ct — nous Fecrirons 

= 2 ^(Z -i- Z cos6) = 4^'Z cos2^, 


etj en integrant, 


^ / = log tang 


La consLante d’integration est nulle puisque t doit s’annuler 
avec 9. Lorsque t croiL indefiniment, 6 tend en croissant vers la 
limiteTc; le mobile s’approcbe indefiniment da point le plus haut 
sans jamais Fatteindre. On a alors 


. 6 

sin — = “YT Yf ’ 
‘2 


G 2 

2 ~ < 


\ etant egal a 



Remarque siir 1!interpretation de la periode imaginaire 
9 J¥J. — PlacoDS-nous, pour simplifier, dans le premier cas (i°), 
ou le pendule oscille entre les points A et K!. Supposons que la 
pesanteur change de sens et que le pendule oscille sur 1 arc supe- 
rieur A', entre les memes points A et A', Pour avoir les for- 
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niTiles relatives a ce nouveau inouvemenl, ii suflit cle clianger, 
dans les formules du premier cas (i°), a en tu— a et, par suite, cle 

remplacerle module k = sin ^ par son complementaire //= cos ~ • 

Les fonctions elliptiques qui donnent le nouveau mouvcracnt 
sont done construites avec le module complementaire dc k ct, cn 


particulier, la duree de la nouvelle oscillation simple est "Z 


(^Comptes renduSj t. LXXXVII, p. 1074 )* 


126. Elastique plane sans pression. — Nous avons deja vii 
( 0 *^ 68 ) qne le probleme de Felastique gauche coadiiit aiix. memes 
equations que Fetude du mouvement d’un corps pesant cle revo¬ 
lution, suspendii par un point de son axe. 

En particulier, le probleme de Felastique plane sans pression 
conduit aux memes equations c[ue Fetude du mouvcincnt d’un 
pendule simple. C’est ce que nous aliens montrer rapid cm cnt. 

Imaginons une tige elastique dont la fibre moyenne afiecte a 
Fetal naturel, la forme d’une conrbe plane connuc Co ct soil po 

Fig. 14. 

I. II. 



la valeur dll rayon de courbure en un point M de cette courbe. 
Supposons ensuite qu’on deforme la tige cn faisant agir sur ellc 
des forces quelconques, mais de telle fagon que la fibre moyenne^. 
reste plane et prenne une nouvelle forme C. Le rayon de coiirburc 
en M devient alors p. Dans cette position d’dqiiilibrc contraint, 
les forces elastiques sont determin^es d’apres les lois suivantes : 

Si 1 on coupait la tige en M, pour maintenir Fdqiiilibrc il 
faudrait appliquer a la section en M une force T dans Jc plan dc 
la courbe C et un couple dont Faxe est perpendiculaire a cc plan 
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et dont le moment N est proportionnel a la variation de la cour- 

Lure - - - : 

P Po 



B designant im coefficient constant qui depend de la nature de 
la tige. 

Nous traiterons ici le cas simple ou la lige est primitivement 
rectiligne, ~ = o, et ou I’on fait agir seulement sur ses extre- 

mites Mi et Mo deux forces et To situees dans le plan de la 
courbe d’equilibre et deux couples Ni etNo avant leurs axes nor- 
maux a ce plan. Les deux forces et To sont egales et opposees, 
car les seules forces exterieurcs appliquees a la tige en equilibre 
etant les forces Ti et To et les couples Ni et No, la somine des 
projections de ces forces sur un axe quelconque doit etre nulle. 
Les forces T^ et To forment alors un couple qui fait equilibre 
aux couples Ni et No. 

Prenons pour axe Ox une droite parallele a Ti et To. Soit M 
un point quelconque de la fibre mojenne : si la tige etait coupee 
en Mia partie MiM serait en equilibre sous Faction des forces 
exterieures suivantes : la force Ti et le couple Ni agissant sur 
Fextremite Mi,* 2 ^ une force T et un couple N agissant sur M; le 
couple N a pour moment 

N=: 

P 

I 

puisque nous supposons — = o. 

Ces forces exterieures appliquees a Fare MiM se font equilibre. 
Done, T est egal et oppose a T^. En outre, la somme des mo¬ 
ments de toutes les forces exterieures, par rapport a un point du 
plan doit etre nulle. En prenant la somme des moments par 
rapport a O, nous avons 

Tjk-Ni4-N=o, 


d’oii, en remplagant T par Ti et N.par une equation de la forme 

P 
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c- designant une consLante positive et h line autre conslantc. On 
pent toujours deplacer I’axe des x parallelement a Ini-meme de 
facon a faire disparaitre cette derniere constante et a ramener 
ainsi I’equation de la courbe a la forme 

I 

p 


Nous alions montrer que, lorsqu’un point decrit la courbe elas- 
tique avec une vitesse constante, la normalc en cc point oscille 
comme un pendule autour de la perpendiculairc abaissde do cc 
point sur la ligne d’action des forces T, c’est-a-dire sur (^). 

Soit, en effet, G bangle de la normale en M avec cette pcrpcndi- 
CLilaire; si le point mobile se deplace de ds la normale toarnc dc 
bangle et I’on a 

cZO __ I _ y 
ds p c-^ 

d’oii, par differentiation, 


(I) 


_ T dr 
ds- “ c- ds 


-T sinO. 
c- 


Si bon pose - — on retrouve beqiiation du mouvemcnt 

pendulaire 

-^=-ysmO. 

Pour integrer bequation (i), multiplions les deux membres 
^G . , 

par ^ et mtegrons : il vient 

(dr- 2, „ 

\ds) ~ H-). 

p. designant une constante arbitraire. On a alors 
7 - — = C-^ = c/2(cos0-t- fj.). 

Trois cas sent a distinguer, correspondant aux trois cas ren¬ 
contres dans le pendule simple, suivant quo [x est compris entre 
I et -h I, superieur a i, ou egal a i. 


(’) Comparer Greenhill, Fonctions elliptiques. 



rremier cas, — JJans le premier cas on peut poser 


[jL = — COS a. 

L’angle 6 varie de —a a 4 -a; la courbure efc Fordonnee y 
s’annulent pour 9 = a. 

On a ainsi la forme de la coiirbe {Jig- i 4 : !)• L^s points cor- 
respondant a 6 =±:a sont les points B et B'. Cette forme de 
courbe correspond au mouvement oscillatoire du pendale. 

On a trouve dans ce cas, pour le pendule, 

' 0 7 . 

sm - = A* sn ^ 

2 



avec yt^sin-* On a done actuellement par le meme calcul, en 


faisant - = 


. 0 .<> 6 <? 

sin - = A sn - ? cos - = an - ? 
^ c 2 c 




a . „ 0 2 A' 5 

-sm2 - = — cn- j 

2 2 c c 


5 

— ==: 2 AC cn - • 

0 c 


Caiculons enfin x en fonction de 5 , on a 

^ = cos 0=1 — 2 sin- - =1 — 2 sn- - • 
ds 0. c 

D’ou, en integrant de o a 5 et se rappelant la formule du n° 100 

, &'(u) &'(o) 

I k-u du = — —-H-zi—— j 
/ e(u) e(o) 


r , 


Deuxieme cas. — Si Ton a > i, 9 peut varier de o a 27 :: 7 

et - ne s’aanulent jamais; la courbe a la forme II de \^fig- i4- 

P 
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Ce cas correspond an mouvement revoliitif du pendale. On 
acheverait le calciil comrae dans le cas precedent, en employant 
les memes transformations qne pour le mouvement revolutif dii 
pendale simple. 

Troisieme cas. — Si p. = i, on se trouve dans un cas de dege~ 
nerescence. On a alors 

fd^Y 4 .0 

\ds) 


7 /a 

ds 2 5 T / y 

T = —’ -=Logtang(^- 

COS - ^ 


/0 - 


J/ = 2C COS ; 


0 4c 


dx = cos 6 ds ^\2 COS^ -I ) = 2 C cos- 

\ % 2 2 


. 0 e^' — e 

X ~2c Sin-^ = 2 c- 

2 £ _ 

H- e 


La courbe est alors asymptote a Faxe 0^, comme on le voil en 
faisant tendre 6 vers zh tt, els vers dzoo. 


127. Corde a sauter, — Imaginons ime corde homogenc dont 
on tientles deux extremit^s et qu’on fait tonrner trcs vite aatour 
de la droite joignant ces deux extremites. On pent alors negligcr 
Faction de la pesanteur siir les divers elements de la corde et 
chercher la figure permanente que prend la corde dans son mou¬ 
vement. Par rapport a un systeme d’axes tournant avec la corde, 
cette figure permanente est une position d’equilibre relatif. 
D apres la theorie de Fequilibre relatif, on dolt exprimer cju’il y 
a eqnilibre entre les forces agissant reellement sur chaque (Ele¬ 
ment de la corde et les forces centrifuges. 

La force centrifuge agissant sur un element de masse m est 
perpendiculaire a Faxe de rotation et r(5pulsive; elle a pour inten- 
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site to designant la vitesse angulaire constante de la rota¬ 

tion et r la distance de rdement m a Taxe. 

En prenant I’axe de rotation pour axe 0.r, on est done ramene 
a im probleme sur I’equilibre des fils que Ton pent enoncer ainsi: 

Un fil est attache en deux points de I’axe Ox et cliaque 
element ditjil est repousse par V axe proportionnellement d sa 
longueur et d sa distance d Vaxe, 

Toutes les forces qni agissent siirle fil rencontrant Taxe Ox, ie 
moment de la tension par rapport a cet axe est constant tout le 
long du fil; mais, commele fil est attache en deux points de Faxe, 
le moment de la tension aux extremites est mil; ce moment est 
done eonstamment nul et Fon a 


d’oii 




o, 


dv __c^ __ 
y - 


y = mz, 


m etant une constante. La figure d’eqnilibre est done dans un plan 
passant par Faxe Ox. Prenons ee plan pour plan des xy.^ la foree 
agissant sur Felement ds est perpendieulaire a repulsive et 
proportioonelle a Fordonnee y 

Y ds = (Jiy ds. 


Les equations d’equilibre sont done 


la premiere donne T = A, oii Fon peut toujours supposer A 

positif en complant les ares 5 dans un sens tel que x eroisse 
avec s; en portant cette valeur de T dans la deuxieme equation et 
posant 


dv 


t = 1 

A a- ’ 


ds = dx \/1 -i-y- = 


dys/i-hy'^- 

- - - y 

y 


on a Fequation 


y' dy , dy 


et en integrant 




r 


62 


b- designant une constante necessairement positive puisqiie le 
premier membre est positif. Isolant le radical, elevanl an carre el 

remettant pour y sa valeur on a 


da;=± 


dy 


Comme le fil est attache a I’axe O^, Tequation doit donner une 
valeur reelle pour y quand j==:o, done En designant 

par o{y), le poljnome bicarre place sous le radical, on a 

?(r) = JK2); 

jKpartant de zero ne peut varier qu’entre — sjb'^ — a- ct b'^ — cd\ 

Construisons la courbe. Supposons qiie le fil soil attache en O 
{fig^ lo) et qu’il soil sitne dans Tangle yOx : alors x croit 


Fig. i5. 



(C) 





y croissant, x croit, jusqu’4 ce que y = \Jb- — ; 

la valeur 



X atteint alors 


on a ainsi la branche OA^; la tangente en h.\ est horizontale. A 
partir de cette valeur, y decroit et, pour que x continue a croitre, 
il faut prendre le signe devant \/y(jK) * on a ainsi une nouvelle 
branche A^M^ 0^ symetrique de la premiere OMA^ par rapport a 
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Fordonnee A| Bi, car a des variations egales de y correspondent 
des variations egales de x. Pour y=o on oblient le point 0| 
d'abscisse ac; puis, y devenant negatif peut decroitre jusqu’a la 
valeur —^ b'- — a-. I'abscisse croit toujours jiisqu'a la valeur 3 c, 
ce qiii donne le point A 2 , 011 la tangenle est liorizontale. Ensuite j" 
augmente de nouveau de — y A-—a-a'6-—a-; ii faul prendre, 
a partir de Ao, le signe — devant le radical, et Ton obdent 
Fare AoOoAs coiipant Faxe an point Oo d’abscisse 4?? etc. Les 
branches de courbe ainsi obtenues successivement sont toutes 
egales a la premiere. La courbe est done analogue a une si- 
nusoide. 

Integrons les equations par les fonctions elllpdques. Faisons 
dans Fequation (C) de la courbe 


(i) y — 



I — = 


2a- 


elle prend la forme suivante : 


d’oii 


__ r 

~dF "" / 
•^0 


clt 


t = SR 


Xsj2 


y ^ sf b ~— a- sn 


x\J% 

ak’ 


Ainsi la courbe donne la representation graphique de la A’'aria- 
tion de la fonction sn. 

La differentielle ds de Fare de courbe est 


ds = 



ib^~y-)dy . 


ea faisant dans cette formule la substitution (i) ci-dessus, on 
trouve pour I’abscisse ^ du point A( et la longueur \ de I’arc OAt 
les deux expressions 


(2) 


ak' ^ * dt _ ak' ^ 

\/2 4, /(l — — 1 ^) V^2 

a r'- ik^-t^-)dt 

kW^Jo \/{i — l-)ii — kH^-) 


car le point A( s’obtient en faisant t = i. 



Quand a et ^ sont donnes {\ ^ant superieur a car Fare OA, 
est superieur a sa projection OBi), les constantes a eL A- onl nn 
seul systeme de valeurs, sous la condition A-<i. En effet, en 
calculant A — ^ et on trouve 


(3) 







-dt 


i -- k- 

I — t- 


dt 


Pour A’- = o, le rapport du second membre est nul; angmen- 
tant, le niimerateur augmente evidemment et le denominateur 
diminue, done le rapport augmente et pour k-=i le rapport 
est I. Ce rapport passe done une fois et line seule fois par la va- 


leur donnee ^La constante k- a done une valour el line 

A -r- f 

seule; I’expression ( 2 ) de ^ donne alors pour a une seule va- 
leurj^. 


Determination des constantes. — Le fil ayant une longueur 
donnee I et etant attache an point 0 et an point O' de Faxc Ox 
d’abscisse a, il y a une infinite de cas possibles. 

Le 111 n’a qu’une seule onde entre 0 et O' {Jig^ 16 ). Alors ^ 


y 


0 


Fig. 16. 


X- 


est la moitie de a, \ la moitie de 1. Les quantites \ et A etant 
connues, la constante k- a une seule valeur donnee par Fequa¬ 
tion (3); puis a~ 

2 ° Le fil a deux ondes entre 0 el O'. Alors ^ 1 a 

4 4 

^ ^_ > 

la meme valeur que dans le cas precedent, car est le meme 

l — OL . a/2 

7 -—; ensuite a — tAtt? • • •• 

t-r a 
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En ii’eneraL si le fil a n ondes enlre 0 el O', £ = '/.z= - , 

^ ■ ■" -Kll -i/i 

A'- a toil jours la ineme \aleiir, inais a = . 

ii y a done uiie intinite de positions d'equiiibre qiii soul toules 
homotlietiqiies de la premitu’e par rapport a O, les rapports 

dliomolhetie etaiit - ? r, ? * • - • 

A 0 n 

l^S. Mouvements a la Poinsot. — Elodions le mouvement 
d'lui solide autour d'lin point fixe O, dans le cas oii les forces ont 
line resuitante unique passant par le point O. 

En prenant pour axes lies an corps les trois axes principaiix 
ddnertie relatifs au point O, Oxyz, on a, pour determiner les 
composantes p, q, r de la rotation instantanee suivant ces axes, 
les trois equations siiivantes, dans lesqiielles A, B, G sont les 
moments d'inertie principaiix (A£>B£>C), D et u. des con- 
stantes arbitraires (A. 

1 A-p- - - B- q- — C- == D - 'j.-, 

t [j , ^ ‘ 

^ =o. 


Nous tirerons p et ;• des deox premieres equations et, en les 
portant dans la troisleme, nous aurons une equation differentielle 
du premier ordre en q. L'elimination de r entre les deux pre¬ 
mieres equations donne 

A/?HA —G)-i- - G) = D('D —G)u2. 


D'apres les grandeurs relatives de A, B, C, on voit qiie ia diOe- 
rence D — C est essentiellement positive : elle ne pourrait elre 
nulie que si les valeurs initiales et q^ de jo et g etaient niilies. 
De Tequation ci-dessusTon tire 


en posant 


^ Ai^A — Cy-^ ^ 




D(D —C), 
B(B-G)^* 


(') Voir ArpELi, Traitd de Mecanique, t. II, p. 199. 
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^ 1)4 

on aurait par iin calcul semblable 


( 2 ) 


B(A~-B) 

G(A-~-Gj 


■cn. 


g^-~ 


,D(A-D) 


le binome A — D etant essentiellemenl posilif el iie pouvanl k\\ro 
nul qiie si cjq et /‘o sont mils. 

Pour que p et r restent reels, il faut qiie q- restc infchncur a la 
plus petite des deux quantiles p ct pour rcconnatlrc cctle 
quantile, formons la difference p —/- : 

^D(A-Gj(J3-~I)) 

A—B) ’ 


Le sigTie de g"—p est done celiil de B D, signe coniui par 
ies conditions initiales. 

Pour fixer les idees, nous supposerons 

B-D>o, 


La variable q dolt alors varier enlrc —/ ct -\-f : done r lu* 
s'amiule jamais et conserve toujonrs le meme slgne, signe conmi 
par la valeur inltiale Tq ; nous supposerons r >> o. An conLralrc, 

/> s’annule loutes les fois que q =^±1 /; quand q aiigmenle, -j~ esl 

posilif, la troisieme des equations (i) inontrc que p csl alors 
negatif; quand q diniinue,^ est posilif. Ges considerations fixenl 
a chaque instant les signes a prendre devant les radicaux qui 
donnenl p et r eii fonction de q. 

En portant ces valeiirs de p et r dans la troisieme des cqiia- 
lions (i), on trouve 



AG 




ou le radical est pris posilivement tant que q augmentc, jusqu’au 
moment ou q atteint la valeiir q-/; puis, q ddcroissant de 4-/ a 
—/, le radical doit etre pris n^ativement, ct ainsi de suite. 

On voit qiie t est donne en fonction de q par une intdgrale quo 
nous ramenerons a la forme consideree dans le Gbapilre pre¬ 
cedent, en posant 


<2=fh 


fl „ (A~B)(D-G) 
(B-G)(A-D)* 
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Xoiis auroiis ainsi, eii resoivanl par rapport a dt cl ini«‘granL 


n \ t ■ 


^ _ ds _ 

^ .1 — s- \ i — Ids- i 


Oil n desig’ne la coiistante positive 


n 


\ 


Dt A — !) ;i l> — C ; 

■ ADC 


et ^0 line noiivelle conslante arljilraire, representant Fepoquc 
Oil q s’annule en croissant. Le module Id est moindre quc i 
puisqiie ' \ il ost egal an rapport anharmonique de A, B, 

D, C. 

Ces formiiles donnent p. cp r en fonctions iiniformes da temps. 
En efifet, en posant. pour abreg'er, 

Z ~ nij - tyjK 

i’inversion de i'iiitegrale eliiptiqiie donne 


(•)) 


q -.A 

p 


"Bt H ■ 


' C) 


■ C ) ■ 


/bTB-Ci f -:r- 




D ( D — C ) 


Cj 


^ /D(A—B) 

" = cu=Arj 


1 — /;2 51^2^ 


= Oq/ 


AJ ( A — D) 
G(>-- C) 


dn- 


Oil [JL est positif et oii s', d' sont egaiix a ii: i. 

D’apres les proprietes des fonctions sn, cn, dn, ces formiiles 
montrent que p et q s’anniilent periodiqiieinent, tandis que r ne 
s’annule jamais. 

Si nous supposons ;*oi>o, r resle constamment positif el il faut 
prendre s"—-f-i- Alors, d’apres la troisieme equation (i), on 

Yoit imniMiatement que ~ et p doivent etre de signes contraires, 

ce qui, d’apres la formule 

d sriT , 

—= cxi'z dll':, 
dz 

montre que d= — i. 

Les valeiirs de p, q^ r sont des fonctions periodiqiies de t et 



admeltent la periode 


f' _ 

« "Jo 

Quand le temps aiigmente de celte quanlile, p, q, r leprciincnt 
les memes valeiirs; I’axe instanlanc dc rolalion rcpi'cnd alors sa 
posilion primitive clans le corps, mais non dans Tcspacc, coninic 
nous le verrons plus loin. 

II faut maintenant calculcr les Irois angles dd^iilor en Ibnction 
du temps. Pour simplifier le calcul, nous supposeroiis (pi’oti ail 


t 


pris pour axe des la direction invariable dc I’axe Ocr du mo¬ 
ment resultant des quantites de moiivemcnt. Kcrlvons (pie les 
projections du segment Ocr= I sur les axes mobiles sent respec- 
tivement A/), Bg, Cr, nous aurons 

1 ^ sinO sincp = A/?, 

I sin 0 cosep = B 
^ cos 0 = G /•; 

car les cosinus y, q', f des angles de O^, Oj, avec O =, soni 
sinQsino, sin9cosep et cosQ. Ces equations donnent, sans into- 

gration, 8 el o en fonction de p, r et, par siiile, cn foriclion 
de t. 



Calculde Vangle de precession A. — On a, d’apres les eciua- 
lions du mouvement, 


dt 


= liB 




Remplasons, dans celte expression, p et q par leurs yaleurs (3) 
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€t cn-Tpar i — sii-t: nous avons 

~ 0 A.sn-^- 

/I Ai B — ^ A — C’ B — .V t sii““ 


ce qa'on pent encore ecrire, eo eflecliianL la di\ision, 

^ _ a D ;JL D (■ C A M B ~ C I 

dz n C /Hj A( B — Cl — C\ B — A j sii-'r 


Pour meltre en tA’idence les poles de la fonclion doiiblement 
periodique dii second nienibre, determinons im argument con¬ 
stant ic verifiant la relation 


<5) 


sn - ic 


C(B — aV* 


eomme A >> B, la valeur de sn ic est purement imaginaire : on 
pent done prendre, pour rargument ic, une valeur purement ima¬ 
ginaire, et, par suite, pour c, une valeur reelle. Aous pourrons 
a tors ecrire 


^ ^ fC —AVB —C> I 

dz n.C‘/iC C 1 B — A j sn- ic — sn - - 


D’apres les relations elementaires qui Hent ies fonctions sn, cn, 
dn d’nn meme argument, on tire de (5) 


cn- ic 


B(X-~C) 
C{A — B)’ 


dn-ic 


D(A —G) 
G(A —D) * 


Ex-trajant iesracines carrees et tenant compte de la valeur de n, 
on trouve 


I sn ic cn ic dn ic 


(G —A)(B --G) 
71G C(B-~-Aj 


II faiidrait mettreim double signe devant le deuxieme membre, 
mais, comme on peat changer le signe de ic sans que les relations 
anlerieiires soienl changees, on pent toujours prendre le signe -f- 

devantle second membre. L’cqiiation qui donne ^ s’ecrit alors 

,,,, d'h ixB i sn ic cn ic dn ic 

<d) -y‘- = -- 

dz 71 ia S11-7C — SIl^^ 


Cette expression est maintenant aisee a integrer : il snffit pour 
eela de decomposer le second membre en elements simples. Or, 
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nous 


avons etabli, dans le n° 100, la formulc 

= Z{u — a) — Z{iL a) -\- 


sn* u — sii-ct 


^[a) 


On a donCj en faisant a"ic^ u-=zz^ ct dcsignaiit par A la 
, aD 

conslante reelle » 


chh ^ ^ i IV{ic — t) i ir( 'z) 


Integrant et siipposant les axes clioisis de lellc 
s'annule avec on a enfin 


(: I 


:1Z- 


~ l0£ 


H ( ic — 'u) 


ticon ([uc 6 


Les trois angles 9, cp, A sont ainsi exprimes en fonclion (in 
temps, et Ton pent determiner la position du corps a un instant 
quelconque. Les sinus et cosinus de ces trois angles s’expriment 
par des fonctions dii temps qiii sont on uniformes on raciiiu^s 
carrees de fonctions uniformes. Mais il est tres rcmarquable, 
comme I’a montre Jacobi, qiie les neuf cosiniis a, [j, y, a', [j^, y^, 
pb sont des fonctions uniformes du temps. Gc resultat pout 
s’elablir comme il suit. Les formules (4) donneot deja y, y^, y"^ 
en fonction uniforme de t. On en concliit 


sin 0 = V 


\/K-p--\- B-q- 


on, en remplacant p- et q- par leurs valeu 


rs, 


sinO= 4/ x*^ B)(D-G) / 2 Miiniii. 

V D(A-C)(B-G)\/ C(B —/V) 

D apres I’expression du module k- et les formules ddfinissanl 
sn-fc, cn-/c, dn-fc, on pent ecrire 


sin0 = -—r- / sn-T — sn- ic. 
dnic 


Mais on a obtenii la formule (n^^ 100) 


sn^a — sn^zi = — 

/c Q-{a}(d-{u) ’ 
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I»HI 


en y rempiacant a par t el u par ic^ et remarcjiiaiil qiie, par deli- 


tion, dn ic ; 
(8) 


0 (o) .7- 

^— el V k = 7^-:—j on troiive 


0 1 ( o j 0 Uc j 

Hi< o) 


01 fo I 


sin 6 = 


01 ( icjGi z) 


— V Hi-; — /cj Hi - 


D’aiitre part, rexpressioii (7) donne 


done 




/Hi- — ic \ 


sinO 


sin 0 


/. H 11 ' 0 ) Hit — ic ) 
01 ( ic } 0i T 1 

z FI 1 (0 ) H f T -f- ic s 
Qi{ic) e(z\ 


A I'aide de ces expressions on forme facilemenl les valeurs des 
cosinus a, a/ en fonclions dii lemps. 11 sufiit de 

partir des formules donnanfc ces cosinus en fonclion des angles 
d’Eiiler et d’y remplacer ensuite les angles d’Euler par leiirs va¬ 
leurs en fonclion de t. 

Nous trouverons plus loin ces inemes cosinus par one autre 
voie. 


Cas de degenerescence. — La valeur du module est donnee par 

_ ('A --BKO-G ) 

"“ ( B — C ) ( A — D ) * 


Ce module est nul quand A = B, e’est-a-dire quand I’eilipsoide 
d’inertie est de revolution. Les fonclions elliptiques deviennent 
alors des fonctions circulaires. 

Le module est egal a Yunite quand D —B : dans ce cas les 
angles 6, '!» et les neuf cosinus s’expriment comme il suit : la 

fonclion 5=snTdevient-z-r ou —f Langiv, el les tonctions env 

et dnv se reduisent a d i — x- ou a —En introduisant un ar- 

^ COSiT 

gument purement imaginaire ic defini par la relation (0), c’esl- 


a-dlre 


tang-c : 


A(B-G) 

G(A-B)’ 


1 ^B(A —C) 
cos2c “ G(A-Bj’ 



'iOO 
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on remplacera la formule ( 6 ) par 

[jlB lan^-c_ i 

^ "^-c Laiig~c— 

t[ui donne, en integranlet designanl purX la coiisilanK^ 1 -laiig r, 


On deduit de la les expressions dcs nciif cosinus. 

' 129. Herpolhodie. — Dans la rcpiescnlalion dii jnouvomoiil, 

d’apres Poinsot, la polhodie est line courbe algchriquc ; dierchons 
les equations de Vherpolkodie on lien du jidlc ni sur Ic plan 
fixe (^). 

En appelant z les coordonnees du j>olc ni par rap[)orlaux 
axes principaux d’inertic Oxyz, on a, pnisqiic Ic rapport osl 
constant et egal a sjli on p y'D, 


(9) 


I'. 

X y z 


Cl) 

Om 


[j- y/1) . 


Comme /?, cy r sont des fonclions elliplicpies dc /, il en est de 
meme de x, y^ z. Les equations d’Eulcr, dans lesqucllcs on reni- 
place r par ;:;[jly/D, donncnt 


( 10 ) 


dx 

dt 


-h|Jn/D(C—B) j 3= 0, —C)3.r -:<> 


Appelons P la projection du point 0 sur le [)lan (ixc II, qui 
contient Plierpolliodie, et d^signons par p ct les coordonndes 
polaires d’un point m de la courbe rapporlec an point P. Conuuc 


OP = 


on a les equations suivantes 




) ^ ~i~ B y- H— G -3- “ 1 j 

( A^r2-4-B2jK2 4_G2-2:^ D, 


(’) loir ArrELL, Meccinique, t. II, p. ‘uq cL suivanles. 
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dont la premiere exprime que b/?r=P/n VOP', el donl les 
dernieres sont les equations de la polJiodie. Resolvant ces equa¬ 
tions par rapport a x'-^, z--, on a, en posanl 


el 


_ (B-D)fC-D) 
“ “ " BCD 


A = (A-B)(B-C)(C-A) 

, ('G-DjlA—D I 


GAD 




(A —DBB —D) 

' ABD ■’ 


Fig. iS. 



Nous avons suppose A^>B>'C et D compris entre B et G; alors A 
est negatif, et Ton a o, 6 ^ 0 , c <C o. Done esL essentielle- 
inent positif et ne s’annule jamais, ce qui esi d’accord avec le fail 
que /' ne s’annule jamais. Pour que x- elV' soient positifs, il fan I 
que p-— a soil positif et p- — h negatif : p- oscille done entre a 
et b, Ainsi le rayon vecteur de I’lierpolliodie oscille entre un mi¬ 
nimum \/a et un maximum y/i>. En differentiant la premiere des 
equations (i i), on a 

dp __ dx dy ^ dz 
^ dt ^ di ' ^ dt ' ^ dt^ 


Oil, en tenant compte des equations (lo), 


do 
^ dt 


= iJ,s/T)xyz 


B —G 


G — A 


A —B 


G 


jjL 1 /D xyz ^ 
ABG~" 


'A 


B 
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cette equation donne enfin, en remplagant .r, j', 2: par leurs va- 
leurs (12), 

ii3) [i./D 


equation qui permettrait de retroiivcr en fonction dc t par line 
ibnetion elliptiqiic; cette expression dc p- en fonction de L nous 
esl deja connuCj puisque y, z sont dcs fonctions cUiptiqiics 
de t. 

En appelant y Fannie polairc que fait le rayon P /n dc I'licrpol- 
liodie avec line direction fixe, on obtient ensuitc Fecpiation 


(i 4 ) 



P(P^-hE), 


on E designe 


la constante 


(A~-D)(B-D)(G--D) 
A BCD “ 


(Fest-a-dire 


— — abcl), 

Les deux relations (i 3 ) et (i4) donnent p et en fonction dii 
temps. L’elimination de dt fournlt requalion diirdrcnticlle do 
Flierpolhodie 


1 15) 




(r^^E)dp 


)/D /—( p2_ C) 


([111 donne y par une quadrature. 

Ceci pose, nous allons verifier que 


p = p cosy ip sin y, 

s exprinie en lonction unilorme du temps. On a d’abord iinnKJ- 
diatement p- en remplacant, dans Feqaation (12), 




CA(A~~~ G) 

A 




y- par sa valeur en fonction du temps 


On Iroiive ainsi 


J- = 


_ D-G 
y-D B(B-Gj 


p2 = 


(D-G)(A-~D) ___ (A-B)(D-G) 


CAD 


ABC 
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Oil bien 
en posant 
Les rclalions 


rA~B)(D-G), 

p- =-- -(sii-'z — sn-p)j 


ABC 


sn- p : 


(A~D)B 
(A — BjD* 


on - p ■ 


•sn2p, dn2p = i — /t-Ssn-p, k-= 


(A--B)(D - C> 


(B-~Gj(A- D) 

donnent cqp et dnp. Rapproclions les trois resultats suivants 


B(A -D) 


A(B~D') 


cln-p = 


C(B-D) 


D(A--Bj " D(A —B,G D(B —G)' 

Pour obteniry^ nous partirons cle Tegalite (i 4 ) qni donne 


dy 

— u. - 

clt 


a 


et, en reniplacant p- par sa valeur en fonclion de t et dt par '"-dz 

dy jx |x (A — D) (— D') i 

dz II n " D(A — B; sn-': — sn-p 

Decomposons le second inembre en elements simples en nous 
servant de la forniule 


•2 sn c’ cn p cln p __ O'(^) , — ") . H7 p) 

sn-p — sn-T 0(' p) H ( p — z) ' H ( p t ) 


Nous deduirons d’abord des valeurs de sne, cnr, dne et n ia 
relation 


sn-p cn^p (In^p 


;x^- RA ---D)(B-D)T^ 
L b(A~-B) J ’ 


et nous pourrons ensuite ecrire 

r/y pi I Slip Clip (In p 
dz ~~ n ' i sn-T—sn’^p’ 

puis 

,dy .[X 0'(P) , H'C'i —P) HYT--f-P) 
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On dediiit de la 

= e 


2«-. "J 


11 ( 1 : -h V) 


V clesififnant nne constante arbitraire. 

O 

D’autre part, on a 

(A-B)(D-G) 




ABC 


-(sn^':: -- sn^p), 


Oil, d’apres line form 11 le deja rappelee, 

(A~-B)(D-G) 02(o) 

p-_ __ . 


On voit alors qiie p-e-^X cst le carre d’linc fonctlon unifornic cl 
I’on oblient 

[i]J. 0 '((.)! . 

e(-) 

en posant 

i\2=_ FzJFP-ZFl ^'(o) _0-(o) 




ABC 


A-e2(p) D[J.2 /c02(|.)’ 


la quantile 0(o) est egale a H^(o), comme il rcsullc dc ce cjuc 

la limite de est i pour u = o : on a done 

N = FL IF) 
iVd 0(‘') ’ 


de sorte que, en definitive, I’lierpolhodie est definic par I’eqna- 
tion 

ri(j. ®.,„n 

pe« = ^ EF ; 1 IF J 

p.V'D 0((’) 0(v) 


En se reporlanl aux valeurs de sn^ p, ciiH’, dn^t; cn fonction 
des donnees, on voit que Ton a 

i< sn2p< i.. 

D apres cela v K. est purement imaginaire. Cette remarque 
nous conduit a poser 

p-K = a, 
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et a remplacer par cette valeur dans [’equation de Tlierpolhodie. 
Cette equation devient 


^/i H'(o) Hi f-r —- (z ) . 

[jls/D ^ 


i<x 0i('a) 
n ' 61(a)’ 


— 71(1 - j. 


a est purement imaginaire et a est reel, v est line constante arbi- 
traire reelle. 


130 . Vitesses de rotation autour des axes fixes. — Ln point ni 
de rherpolhoi'de et Textremite co de la rotation instantanec sont 
en Jigne droite avec le point fixe O et Ton a vu qu’on a 

CO —Omv/A, ou 

Si done, on appelle pi el cp ies projections de la vilesse angu- 
laire sur les axes fixes O^i, O^i, on aura 


ou Lien 




Pi 

■ iq I ~ — in 


iqi = tjc/l) p 

H'(o) Hi(-u —a) 
e7(a j '^) 


^/.AT 4 -V>^ 


C’est a iin cliangement de notation pres la formule donnee par 
]M. Hermite {^Sur quelques applications des fonctions ellip- 
tiques^ p. 35 ). L’argunient to qiii figure dans la formule de 
M. Hermite et rarguinent a employe ici sont lies par la relation 

a = to zK'. 


131 . Les neuf cosinus deduits de Fequation de FJierpolliodie. 
— Comme on I’a dtija remarque (n° 128 ), A/?, Bz/, Cr sont les 
projections du segment Oar=: ^ = sur ies axes mobiles. On a 
done 

kp __ Bz/ __ Gr 


d’ 


ou 


D- 


Y = P ctn:. 

P= = 

Y=Qsttz, 

Q=± 

Y"= RdnT, 

R=± 


/A(D-G) 
V D(A-G)’ 


/B(D —G) 
D(B — G)’ 

/G(A- D) 
D(A-G)‘ 
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rsoiis ailons d’abord exprimer P, Q et R en fonclion de I’arga- 
meiit r qiii figure dans I’equation de Therpolliodie. On a 


hiX — B) (B-G)(A-~D; 


/l- sn- 


|un 5 ridentite 

P- cn-': -f- Q- sa-': R- dii-T — [, 


ou Ton fait successlvement cn-T— o et dn-'i:=o, fait coiinaitrc R 
et P: on tr Olive aim si 


i!c 

Y = — jj cnp cnT, 

ou Lien 

- — _ • ib I te H|(t ) 


Y' = A sn p sri'T, 

ll(v)E(z) 
‘ - e(P) 0 (T) 


0 i( p) 0 i(t) 
0 (p) 0 (x) ^ 


t*t, en posant 


r — K = a, 


de sorte qiie (n° 129) a est purement imaginaire 

V = / 0 (fO 0 i(v) 
0i(^)0(^)’ ‘ 0i(a)0('u)' 0 i(cO0(t)* 

Pour calculer les aiitres cosinus nous prendrons commc in- 
connues 

Eiitre ces inconnues, on a les equations lincaircs 

(a 4- i3)Y 4- (a'4- /p') y' 4- (x'^4- 2[3 ")y"= o, 

Y'(A^-f- ip") — y"(3c'h- t 3') 4 - i'P), 

(a 4 - g3)y? 4-(a'4- i^')q 4-(a"4- iP'")/’ = 
des deux premieres, on deduit 

a' -r- f ^' = ( X j 0 , ) , 

a"-!- jp"= (a!+ jS) rsetil 

7^-1 

et. en portant ces valenrs dans la derniere equation, 

(a J-p) H- ^ + '• 


= /?i4- iq^. 
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Si I’on lient comple des e^u’aliles 


IVy c: 

on pent ecrire cette equation 


(a — t:i ) 


i- __ i. 

‘ ^ D A 


I • ' ^ ' 




11 resle a exprimer en fonctioii de a les quantiles 






I 



on peut ie faire en se servant des relations suivanies 



n 

7 


on a ainsi 


^ I 

V D ~~A 


OR 

T 


. SO (’ dn t’ 

L - 

Cll V 


. H {'(') 0, r r } _ Alp'a}Giai^ 

Hi I r } 0t e ) III « ) 01’ 


f l l . Hi I (7 ) 0('<7 I 

VD ■“ a; ^ H(a)0i(fn' 
/i -N— .* Hf<7)0,r(7) 

G “ F/ ~ H,(a)0((7)’ 



r- —1 

HI f <7') 0(u') Hi (' ■:) 0( T ) 4- H ') 01 (a ) Hf e') 01 r-r) 

'*■ e{(a)0n-j—H2(rtj Hf (,T) 


Si I’on divise les deux termes de cette fraction par 0 -(a) 0 -i 
et si Ton y introduit les fonctions sn^ cn, dn, elle devient, a 
facteur constant pres, egale a cn(': — a) : sa valeur exacte est 

0(o) Hj(o') Hi (z — a ) 

0f(o)0(': — a) ’ 
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i^.uS 

et I'egalite qiii definll a -f- pent s’ecrire 


— /ZI a -r- / 


j 


e/o) lii(o) H i —r/'i 
<df7oJe{z — a } 


=zpi-hiqi=~ln 


H'(o) 

&i{a) Qi-z) 


Eu supprimanl les facteurs communs, el remarquant qne 
et ^ sont deux quantiles egales a y//i, on a enfin 

eio) Qiioj ‘ 


.ei(o)e (:c — fQ 

0 i('aj0(T) 


g/(ATH-V)^ 


el Ton en dediiit a' — 

Reiinissons les valeurs des neuf cosinus 


' euajWC';’ 

H1 (<^) H ('T ) 
ei(a; 0 (^)' 

&( a ) 6i(t) 


■ i'P = ^ 


0i(o) Q(z-~ a) 
id,{a)&(z) 


gA^T-f-V) 


6 ( 0 ) 6 ,(x-g) 

0 i(rt)e(T:) 


. ; q " _ ^E(o)H(t^ gixXt+v) 

e,(a) 0 (x) 


EXERCICES SER LE CHAPITRE V. 


1. Lignes geodesiques de la cateiio'ide (surface engcndreepar la revolu¬ 
tion d’une chainette autour de sa base). 

L’axe de revolution etant pris pour axe O 5 et ?' designant le rayon d’un 
parallMe on a, pour Tequation de la surface, 

;'=-(e“-v-e "). 

2 


On trouve que la projection des lignes geodesiques sur le plan des xy 
a pour equation en coordonnees polaires 



b dr 


b designant une constante arbitraire et Tangle 0 etant compte a partir de 
la direction asymptotique. 
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1° Soit ^ En posant 


r 

Jo Vli- 


Zi*-;. 1 — /:- Li -, 


ii = sn6* 


Telle est I’equation de la courbe. 
2 ° Soit 6 < a. En posant 




/(l — 


a 


V = STiy r: 


3° Si ^ = a, on est dans un cas de degenerescence, k = i : 


( 1 ) 


2. Les neuf cosinus qui servent a definir ia position relative de deux 
triedres trirectangles peuvent s’exprimer en fonction de trois parametres a, 
ic, \ au moyen des formules suivantes 


0 i(a)0i(zi; 

0 (a) ©(z^) 

0 i(a) 0 i(zz)’ 


g __ ■ 6 i(o)ei(« —g) 


5 ct -f- I 


e(o)e(K —g) . 

^ 0 i(a.) 0 i(M) ’ 


■0"^ Hi(o)Hi(g —g) 

'' 0 i(«)ei(g) ® ’ 


dans lesquelles on suppose m et X reels et a purement imaginaire. 
II suffit de verifier 




(a-f-ip)2-i- (a'-+-jp')2-+- j§")2=o, 

7(a^-^p) +Y(a'^-rp') = 0 , 

(ci -f" ^ ( Y-4- ~ 


(') Greenhill, Fonctions elliptiques, p. i 38 . 
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Gela resuite des identites suivantes 

—tft)0i(a)0i(M) —0i(o)0i(!i —a)Hi(a) I-Ii(iO 

= 0(o) 

0f(o) 01 (u —a) Qi(u a) — Q-{a) 02(w;) -h Hf (a) H| (i6), 

0-(o) 6{ii — a) 0(zia) = 0f (a) 0f(w) —(iO) 

Hf(o)Hi(zi —a)Hi(zi-+-rO = 0f(«)0r(^) “ 

et d’uTie autre identite qui se deduit de la premiere de celles-ci en y rem- 
placant a par o et par u — a. 

3. Verifier que ies raleurs precMentes des neuf cosinus satisfont aux 
relations 

O'-t?')(“"+f?') = -T'T'+n. 

' + s'P) = - y"y -+- 'Y'> 

(a'H-ip')=- Tf 

equivalentes au systeme suivant 

y = a'p"—P'a", 

= 0, Y= 

aa'n- pp' + yy' = o, y" = a^' — 

(D’apres cela les deux triedres dont la position relative est defmie a 
i’aide de ces cosinus ont meme disposition.) 




FOXGTIOX p A PfiRIODES DIAGIXAIRES GOXJUGUEES. 
DISGRBUXAXT X^GATIF. 


1. Le DISCRIMINAXT EST rsEGATIF. VaLEURS REELLES DE pil ET DE p'It. 

132. Objet de ce paragraplieo — Supposons qu’on ait pris pour 
periodes primitives d’une fonction les quantites imaginaires 
conjuguees 

2CDi = a>2- Wo, 2a)3=W2-T-W2j 

coo designant une qiiantite reelle et co' une quaatite piirement 
imaginaire; nous aliens montrer que les invariants sont reels, que 
la valeiir de la fonction est reelle quand Fargumenl est reel ou 
purement imaginaire et nous en deduirons que le discriminant 
gl — est negatif. 

133. Les invariants sont reels. — Les invariants sont donnes 
par les egalites 

^ ^ ^ o. _ ^ 

6o (‘i WWi-r 27^a>3)^^ l4o^^ (2 7?lC0i-h‘2/la>3 

■Comme les quantites 

2/?^C0l-{- ‘l/lCOsj 2 ?>za)3-4- 2 71 Wi 

sont imaginaires conjuguees, on peul, dans chacune des series 
precedentes, associer deux a deux les termes de facon que leur 
somme soit reelle. Done les invariants go et g^ sont reels. 

134. Arguments reels, purement imaginaires, imaginaires con- 
jugues. — Arguments reels. — De menie dans la serie 

~ 115 = 2 [(ic — wy “■ 

! W = -2 m Wi -i- 2 CO3, 

™|=o,±,,±.,d=3,±..., 


tp — o exclus. 
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si Ton suppose it reel, on pent associer deux a deux les termes dc 
facon que leur somme soil r^elle. Done, pour uii argument rdel, 
la valeur de la fonclion j>u est reelle. 

On voit de m^me que la derivee 

est reelle qnand u est reel; elle garde iin slgne constant qnand 
varie de o a tOo, puisqu’elle ne devient ni nulle ni infinic dans cct 
intervallej et comme elle est negative pour u positif et tres petit, 
elle est constamment negative quand u varie de o a tOo; va 
constamment en decroissant depuis + oo jiisqu’a pcoa- 

Argument pur ement imaginaire. — Pour voir si la fonction 
p[iu) est reelle quand u est reel, remarquons que Ton change 
seulement le signe de la fonction quand on multiplic par i 
Targument et les deux periodes. On a done 

P(im1coi, CD3) = ~p(l(il lOJi, itDa), 

ou 

. iOig; ^2 * ICD2 ^2 

itOi r ^^.7 iOJs ^ 

puis, comme on peut toiijours changer le signe d’une periode, 

p(iz^|coi, C 03 ) = — p(m1 itOj, — JOJa). 

Pour la fonction du second membre les deux periodes sont ima- 
ginaires conjuguees. Si done u est reel on est ramend au cas 
deja etudie. 

En prenant les derivees des deux membres de la relation quo 
nous venons d’obtenir, on trouve 

jp'(jM|tOi, (D3) = --p'(lt| — £CD3). 

Les deux egalites precedentes montrent que si u est reel 
CO3) est reel etp'(^:^^jto^, 0)3) purement imaginaire. 

Ges egalites peuvent s’ecrire, en mettant en evidence les inva¬ 
riants ^2 ot g^ ail lieu des periodes et tOg, 


ip\iu: ^2, ^3) = --p'(^; ^2, —^3); 



FONCTIOX p A PERIODES niAGIXAIRES COXJrGl'EES. 

ces formules resultent de ce qiie, si Ton reniplace 

CsJj. OJ 3 

par 

jwij --Z0J3, 

dans les series qui donnent ^'3, ciiange pas et g^i se 

reproduit miiltipHe par — i. 


Arguments imaginaires conjiigues. — A deux valeiirs it et 
imaginaires conjuguees de rarguiiient correspondent, pour la fonc- 
tion, deux valeurs imaginaires conjuguees. En eflet, on a 


pzzo=—~ ^ r —^^ — ^1 • 

II s’agit de montrer qiie, si Ton change i en — i dans Texpression 
de pzzo, cette expression se change en pu. 

Si Ton change i en — i dans la deuxieme serie on trouvej en de- 
signant par (Vo la quantite imaginaire conjuguee de cp, 

u~ ^ [( 2 ^ — <^o)- 



il reste done a verifier que I’on a 





i ll - Wq)- 


\ 


cela resulte de ce que la quantite imaginaire conjuguee de 


est la quantite 


= 2/?^a)l-f-27^C03 


Wq = 2mCi>3-f- 27l(jJij 


et quCj dans chacune des sommes precedentes, m et n premient 
toutes les valeurs entieres (fp = o exclus). On pent done passer de 
la valeur de a la valeur de p^^o changeant i en — i; ces deux 
valeurs sont Imaginaires conjuguees. C’est ce que nous voulions 
verifier. 


135. Parmi les racines ei, 63 , Tune est r4elle et les deux 
autres imaginaires conjuguees* Le discriminant est negatif. — Nous 
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^\4 


pouvoQS mamtenant verifier queles racines du polynomc cu ,p(^. 


sent Tune reelle et les deux autres imaginaires conjuguees. Ce po- 

lynome etant egal a ses racines sent 


ou bien 


ei = po^i, 


^i = P 


Wo 

2 


/ 

0)2 

2 


e3=:plXl3, 62 = p{<l}l-h <lh) 


63= P 


Wo 

2 



62 = ptOo. 


On voit deja qiie la derniere est reelle, puisque 032 est reel; la 
premiere racine pent s’oblenir cii prenant la forinule d addition 


P) = —pzt- pp H- 


4(pw-pt’)2 


et en y faisant 


0)o 

ll z= 

O, 



pu etp'u sontreelles; pv est reelle et p'p pnrement imaginairc. 
Done = est imaginaire. La meme formnle montre que 
e3=:pt03 est la quantile imaginaire conjugiiee de (ce qui devait 
^tre puisque co^ et CO3 sont des quantitds imaginaires conjuguees.) 

Puisque, sur les trois racines eo, 63, il y cn a unc reelle et 
deux imaginaires conjuguees, le discriminant gl — est ne- 
gatif. 

Distinction des racines imaginaires par le signe da coeffi¬ 
cient de i. — Nous pouvons distinguer les deux racines imagi- 
naires en considerant, dans cbacime d’elles, le signe du coefficient 
de L 

La racine s’obtient en faisant 11 =p = — ^ dans la va- 

2 2 

leur precMente de + p); le coefficient de i dans le resultat a 
le signe de — I p'wp'p, et, comme p'u est negatif pour u = 
le signe a considerer est celui de 




FONCTION p A PERIODES UIAGINAIEES CONJUGUEES. 

comme 1 argament ^ est porement imaginaire, servons-oous dc 
la form 11 le 

nous troiiverons 



Or le signe du second membre est le signe puisque, quand // 

Cjl)^ 

varie en restant reel de o a - 4 ^ jd'(w;^ 25 —conslamment 
negatif. 

Done, pour la racine < 5 ^, le coefficient de i a le signe —; pour la 
racine le coefficient de i a le signe —. 

Remarque. — On a, quel que soil ii. 

p(aj2) = p(-T- aj2). 

En effet, la periode 2(x>\ etant egale a coo— on pent ecrire 

p (^^ -f- a>2 ) = P (4- -h 2a)i} = p(W2). 

136. Valeurs de u pour lesqnelles pzz et p'u sont reelles toutes 
les deux. — Nous avons vii que, quand it crolt de zero a Wo, pw 
et p'u sont reelles toutes les deux : piu varie d'une maniere con¬ 
tinue de —00 a zero, pa decroit conslamment de -f-oc jusqu'a 
^2 = Nous voulons maintenant definir toutes les valeurs de u 
qui rendent reelles pa el p^u. Oonsiderons la relation 

= 4(pu-^e^)(pu--~ e2){pu — es); 

si pu est reel, le premier et le troisieme facteiir sont imaginaires 
conjugues, leur produit est positif : pour que p^ u soit reel il faut 
que Ton ait 

pu> e.. 

Soit a line valeur reelle plus grande que ^2; il y a im argument 
reel p, compris entre o et C02, pour lequel on a 

pu = a; 

toutes les antres solutions de celte equation sont donnees par la 



u = dr 2/^a)3, 


m el n etant des nombres entiers. 

On conclut de la que, si un argument u rend rcclles la fonc- 
tion pu et sa derivee p'u, on pent toujours, cn ajoiitant des pe- 
riodes, le ramener a etre reel et compris entre — Wo el H- coo. 


11. — Expression des periodes par des integrales definies de lv f’orme 

NORMALE DE LeGENDRE, DANS LE CAS DU DISCRIMINANT NEGATIF. 


137. Expression des periodes enfonction des invariants, 
periodes etant, comme plus haul, definies paries egalilcs 


• Les 


2^1 = COo — CO,) 20)3=0)2-1-0)2, 

on a vu que, si u croit de 0 a (Oo, pu decroit constamment dc + oc 
a 62- L’equation differentielle a laqiielle salisfait la fonclion x — p u 
etant mise sous la forme 


dvL = • 


dx 


on obtient, en faisant croitre de o a Wo, Tegalile 

r dx 

( 1)2 = I — — 

■Je. — — 

qui donne I’expression de w, en fonction de ^2 et de g-j. 

Pour avoir 1 expression correspondanle de ^ remarquons i|ue 
si 1 on remplace les periodes 2co, et 2103 par les suivantes 


2JO)i r= jr 


• 220)3= — i0)9, 

I ' 


il faut remplacer 
par 


^2, ^2, ^3, e. 


0)9 

-f’ ^2, —^3, 


■e-i. 


L’egahte prec^dente devieni, par ce changement, 


/ /100 

-■ = /. 


dx 


v/4^^- 


■^2^-+-^3 
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138 . Les int^grales donnant les valeurs de to, et ^ ramenees 4 

I 

la forme canonique de Legendre. — L’integrale qui donne la va¬ 
lour do 0)., pout s’ecrire 




d:r 


— ^2)(<^ — ^3} 


Faisons le changement de variable 


rinlegrale devienL 


CjL>2 - 




dz 


Ci ) -f- ^2— 63 } 


Les quantites e^ — e\ et sont imaginaires conjuguees. Po- 

sons 

^2—63 — p(cosiJ;- 4 -siat]^) p > o, 

^2—ei = p(cosij; — 2-siaij;) o < i}; < ?:. 

Ajant pris p positif, nous poiivons choisir 4 entre o et 
puisque d^signe la racine imaginaire pourlaquelle le coefficient 
de i cst positif. Le poljnome bicarre qui se trouve sous le radical 
pent alors s’ecrire 

it 

Z^'-i-2Z-p COSl|^ 4- p2=:(;:2_4. pj2_ 


de sorte qii’en posant 


on a 


z = sin- ^ = Z:f, 

»2 t/p = / ■ 

d n ^ 


2 

dt 


le coefficient differentiel de la nouvelle integrale ne fait que 
changer de signe quand on pose 


t = 


t' 


et qiie J’on neglige ensuite I’accent. On en deduit 
dt dt 


f 




w-i: 


v/(«2-t-r)2—4/rf 



puis 






‘idt 
I -r- t- 


« t/i —/"p 


V 




el ii nV a plus qu'a poser 
2 t 


,=sino ou 


pour obtenir Fegalite 


a,/p = f 

d 0 


dcp 


/1 — /cf sin~o 


dans laquelle Fintegrale est de la forme normale dc Legendre 
(rozr 11° I'l'l), 


Transformons de meme Fintegrale 






dx 


sj— gz Xe, el)(27^-e2)(27^-e3) 

En faisaut le changement de variable 


il vient 




0 — e 2 ){z-~\~ e^~ 


piiisj en introduisant, comme dans ce qiii precede, le module et 
Fargument des quantiles imaginaires conjugii^es e, — eo, e^~ ^2, 


CO 9 


Posons 




• 4 -^"P cos' 


2 V 


: = z/p, COS2 ^ = /c'2 


•''T=/' 


dt 




nous trouverons 



219 


FONOTION J3 A PERIODES IMAGINAIRES CONJI'GUEES. 

ct, en tenant comple de I’egalite 
dt 


f 


»/(«--!-1)- —4 A-, 


= = r 

Jo — /f'l- sin^o 


nous oblcnons pour line expression de la forme cliercliee. 
Rcunissons Ics deux formules c|ui vieiment d’etre demontrees 


_. 

Jo /i —A-f Sin^tf, 

TT 

^0 


/cj = sin2 


z=z cos- -3 
2 


/ 1 sin- cp 

p el tj; etant ddfinis par les egalites 

Co—” p(costj;-+-z; sin^'), p > o, 

Co—ei~p(cosi}i — isiniji), o < 6 < t:. 

Ges dcniicrcs inlegrales, dans lesqnelles on fait 

sincp = z, 


prcnncnl la forme des inlegrales qiii donnent K et dans ie 
n^ 108 . 


139 . Variation dn rapport — Des egalites precedentes on 
dediiil 


i(02 

O)', 


do 

/i —Af 

- —j 

TC 

Jo /i —sins'ep . 


et Ton voit qnc le rapport augiiiente constamment qiiand k~ 

croil de o a i, car le nnmerateur augmente et le denominateur 
diminne. Ce rapport est egal a zero pour — o, il estegal a 4-cc 
pour = I; il passe done une fois et ime fois seulement par une 
valeur positive donn^e quand k“^ croit de o a i. 

On pent alors v(5rifier, en se servant des seules inlegrales ci- 
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dessus, quCj si les valeurs de o)^ et de sont donnees, cliacime 
des racines Co, 63 a une valeur unique. En effet ayant une 

valeur positive donnee, a une valeur unique comprise entre o 
et I: Iq etant ainsi determine, Fegalite qiii definitcoo, par exemple, 
iiiontre que y'p a une valeur unique, le radical etant pris avec le 
signe —. Pour passer de la aux valeurs de <?25 remarquons 
que cos'i et sini, definis par 

cos 6 = /u'p — 7,-2. sin tt = 2 A'l o < tj; < t:, 

sont determines sans ambigui'te. Alors les egalites 

-r- C-2-T- ez = o, — ez ~ p (cosd> -h i sint}!), 

— ei = p (cosd> — i sint}^) 

determinent une valeur unique pour cliaciine des racines ^3. 


in. — Retour a la fonction p a discriminant positif. Expressions 

DES PERIODES SOUS LA FORME GANONIQUE DE LeGENDRE. 


140 . Les int%rales qui definissent les periodes ramen^es a la 
forme canonique de Legendre. — Nous aliens ramener a la forme 

canonique de Legendre les integrales qui definissent w et 

dans le cas ou ^3 sont reelles. (Voir n"' 53 et 54 ). 

On a d’abord 


CD 



dx 



dx 

‘is/ — ei){^x — e^){x — ez) 


Dans cette integrale, faisons le changement de variable 


27 = 63- 




dx = — 


ig^-dz 


g etant une constante indeterminee j Pelement de I’integrale 
devient 


~dz 



Dans le produit qui figure sous le radical le premier facteur se 
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a i — j;:-, si nous posons 

Ic second facteiir deviendra alors (i — k-:;-) en posant 

7 0 ^2 — 

/*-“ = -j 


cst un nombre positif et phis petit qiie un : le coefficient dif- 
rcnticl. a done la forme clierchee. En mettant maintenant les 
)uvclles limites de Fint^grale, nous trouvons 


^ _ 

Jo — 


qiii cst la forme clierchee. 
Transformons de meme I’inlegrale 


,/ _ dx _ r-' 

^ V^4 ^3 — ^ o3 */ _ e 


dx 


2s/{oc -p- ei){x e^){x 


i faisant le cliangement de variable 


X z=z — ei-v- 




dx = — 2g‘ 


dz 


ddment dc rinlegrale devient 

-dz 



iis Ic radical, Ic second facteur devient egal a i —- si nous 

)sons 

ezy 

Ic premier facteur devient aloi's i — Ix-:z- en posant 


/d 2 =: 


- Co 

ei —ej 


2 cst positif et plus petit que i. Nous avons done 
_ co' _ /■*__ 
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Reunissons les deux resultats precedents, en faisant dans les 
inte^raies le changemenl de variable “ sincp, nous avons 


s/i — k- sin- o 


*>0 


V' I — k’^ sin- o 


= V — ^3, 


k%^k'-^=\. 


On nomnie g le multiplicateur 5 k est le module, // le module 
coraplementaire. 


141 . Variation du rapport — 


Considerons, maintenant, le 


rapport 


r do 

v/t —/c'2 sin^o 

_ . 


En ralsonnant comme au n° 139 on reconnait que, si k- croif de 0 
a T, le rapport decroit constamment de -f- a o. 

D’apres cela, on peut encore verifier qu’il n’y a qu’un seul 
systeme de valeurs de k- et de g pour lequel les integraies cn 

et Y prennent des valeurs donnees, si Pon suppose g positif et A- 

pris entre o et i. En efTet, le rapport ^ ayant ime valeur donnee, 

il n’y a pour k- qu’ime seule valeur comprise entre 0 et i; /c^ 6tant 
determine, Pegalite qui donne la valeur de par exemple, 
donnera pour g une valeur unique. 

Les quantites A- et g ^tant determinees, on a immediatement 


La somme de ces quantites donne —^3^3, puis des differences 
connues e, —- ^3, — ^3 on deduit et <2o. 
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IV. — Gas DU discrimixaxt negatif. Application geometrique. 

142 . Etude de la courbe r?? = p 7 = p' zz, y- =z ^ ~ — 

Nous insisterons seulement stir les differeuces que le cas de A<<o 
presente avec le cas deja etudie de A >* 0. 

Si .2: et y sont tous deux reels, on peuE toujoiirs, en ajoutant 
des periodes, ramener rargiiment a etre reel et compris entre 
— (Do et “h (Do (n° 136 ). Quand on change u en — u, x ne change 
pas, y change de signe; la courbe est done sjmetrique par rap¬ 
port k Ox et il suffit de faire varier zz; de o a cdo. 

Quand u croit de o a cdo, y est negatif, x decroit constaniment 
de -h 00 a 62- La tangente au point situe sur Ox est paralltde 
a Oy; la direction asymptotique est celie de Oy- On a done la 
forme de courbe indiquee par la19. 


Fig. 19. 



La courbe n’a pas de points en dehors de la branche infinie, 
comme cela se presentait dans le cas du discriminant positif. 

Tangentes par alleles a Ox, — Les points ou la tangente est 
parallMe a Ozr sont donnes parrequation 

o, 


a; = p W, 
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Quaad g. est negatif, il n’y a pas de points ou la tangente soil 

paraiiele a 0 j:?. ^ 

Quand g. est positif, les deux valeurs de .r qiii annulent p a 
sonlreelles; mais pour qu’a une valour reelle de correspondo 
ime valeur reelle de jKi 

X > e^. 


Nous avous done 
r equation 


a cliercher, en supposant combien 

p" It — QX- — d ^2 ~ O 


a de racines plus graxides que eo et nous sommes ainsi conduits a 
substituer a ia place de ^ dans le polynome entier en x qui 
donne la valeur de p^'w. 

Ce polynome se presente sous une forme plus commode, si Ton 
derive par rapport a u les deux membres de Tidentite 

p'^ii = 4(37 — ei)(x — e2)(x — 63 ), X =^pu. 

On trouve, apres avoir supprime le facteur commun p' 

H-(57—-ei)(37— 63 ) {x — ei)[x — € 2 ), 


et la valeur du polynome pour x ~ est 
{62— ei){e.2— 63); 

comme les deux facteurs — 63 sont imaginaircs con- 

jugiies, le resultat de la substitution est positif. Done est supe- 
rieiir a la plus grande racine ou inferieur a la plus petite, et comme 
ces deux racines sont de signes contraires, e’est le premier cas 
qui se presente quand est positif et le second quand 62 est nd- 
gatif. Le signe de eo est le meme que celui de g^ puisque Ton a 


^3 — ^3 ^ 2 * 


En definitive, pour qu’il existe sur la courbe des points ou la 
tangente est parallMe a Ox, il faiit et il suffit que Ton ait 


g’2> O, 


5'8<0. 



FOXCTIOX p A PERIODES IMAGIXAIRES COXIUGUEES. 22> 

Dans le cas contraire la courbe presente la forme de la Jig. ig. 

Tangentes inenees dhta point P. — Si le point P a pour pa- 
rametre r, les points de contact ont pour parametres 

p r V p 

IIq = — —) III — — ~ -r- liij, 1/2== — - -r* -r- W3, W3 = — ^ ^2* 

Comme est reel et qiie Wi et CO3 sont imaginaires conjugiieSj 
^^0 et 112 sont reelsj el Us imaginaires conjugues. 

Ainsij par im point de la courbe, on ne pent mener que deux 
tangentes reelles a la courbe. 


V. — Discrimixaxt xegatif: applicatiox au mouvemext d’ux projectile 

DANS rx MILIEU DOXT LA RESISTAXCE EST PROPORTIOXXELLE AU CUBE DE 
LA VITESSE (1 j. 


143 . Equations differentielles et integrales premieres. — Pre- 
nons pour origine O la position initiale dii projectile, pour direc¬ 
tion de Paxe des x, la direction de la vitesse initiale, pour axe 
des la verticale descendante. Soil oc Pangle de Ox avec Pbori- 
zontale, a etant regards comme posilif quand Ox est aii-dessus 


de Pborizon ; Pangle des axes est alors - 4- La resistance de 
Pair est une force dirigee en sens Inverse de la vitesse, et egale a 


CP'" 


designant la vitesse, et c une constante. 


En designant par X ety les coordonnees du mobile, et par s 
Parc decrit sur la trajectoire a partir d’une origine fixe, la force 
due a la resistance dii milieu a pour projections sur les axes 


Jdx 
/ ds' 

v± 

/ dt ’ 


0 ^, 0 / 


fds\^ dx fa 


^ \dt/ ds^ ^ 

oil bien 

-rl- 


\dt) dt' 

et les equations 

du mouvement sont 


d-x f ds \-dx 

(0 

df2 ^ \ dt) dt^ 


d>y 

dt^ \dtl dt 


i 


(^) Voir Greenhill, Fonctions elliptiques^ traduction de Griess, p. 375. 
A. ET L. i 5 
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Eliminons entre les equations (i) et (2) les termes qui pro- 
vlennent de la resistance; il vient 

dx d^y _ ^ d^x _ ^ 

2F 'dt- dt dt^ ~ ° dt ’ 


ou bien, en posant p.: 


( 3 ) 


(fy 

dx’ 


d]x dx _ 

dt Tt 


D’autre part, en remplaQant, dans I’equation (i), ds par sa va- 
leur tiree de 

ds^ = dy^ —T.dydx sin a -i- dx^, 


nous trouvons 


puis, en tenant compte de I’equation ( 3 ), 


( 4 ) 


^ f dx\~’* d^x , ^ . d\x 

■fu) ^ = 


Les deuxmembres de I’^quation (4) sont les d^rivdes de fonc- 
lions qui s’obtiennent immediatement. Integrons de 0 a J, il vient 


I 1^3 


3 c \ \dt 


dt Jc 


1 


• {jl 2 sma -h [Jt., 


en remarqiiant que, d’apres le choix des axes, p. = o pour t= o- 
Nous supposerons la vitesse initiale U'es grande, et nous neglige- 

c 


\ s ( dx\ —^ 

rons le terme ^ ^ de sorte que, en posant ■ 


on a 
( 5 ) 


P = fxs— 3 ^2 sina -h 3 p, 


dx 


L’equation ( 3 ) donne alors 




dt = P ^ d\j.^ 



et, en integrant, 


( 6 ) 


-- P da = / 

«l/o Jq 


d'd. 


(ii ^—3 sji-sin a-r-3 u.)^ 

D’autre part, en remarquant que Fequation ( 3 ) pent s'ecrire 

da /dx\- 

di ("A / “ 


dx 


et en j remplacant ^ par sa valeur tiree de ( 5 ), on trouve 


§- 


dx ^ 6?[j.5 


pais 


et enfin, en integrant, 


§ 


- dy = ^ P ^ da^ 


(7) 


( 8 ) 


S 


j /’ ^ r 

I P 3 ^tJL = / 

0 do 


da. 




' 5 ^ 

0 ( jjl 3 — 3 [JL- sin a - 1 - 3 ;JL 

^ (X c?;jL 

0 (jjrs—3 [jl 2 sina-h 3 tx)^ 


Les equations (7) et (8) definissent la trajectoire au moyen de 
la variable auxiliaire p. et I’equatlon (6) donne la valeur de t pour 
chaque position du mobile. On voit de suite que le polynome 


P = — 3[xsina-T-3) 


n’ad’autres racines reelles que zero, etl’on en conclut aisement 
que, quand [x croit de o a + oo, t tl y deviennent infmis, et x 
tend vers tine limite : nous designerons cette limite par a. II est, 
en outre, facile de voir que la vitesse tend vers une valeur limite 
et que w est la valeur de cette limite. En effet, Tequation ( 5 ) 
montre que, pour [x = oo, on a 


et r^galite 


dx 


V _ /V 
\di) ” / 


(fx2— 2 {X sina H- i) 
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montre ensuile que, ayant ime limite, ~ a une limite qui est 
la meme. 

Ainsi, la trajectoire admet une asymptote verticale, la droite 
X = <2, et lorsque le mobile descend indefiniment sur la branche 
de courbe asymptote a cette droite, la vitesse tend vers une 
valeur limite w, 

144 . Integration par les fonctions elliptiques. — On pent ra~ 
mener I’integrale qui donne la valeur de ^ (equation 7) a une 

integrale elliptique ayant la forme canoniqiie de M. Weierstrass. 
Pour cela, faisons la substitution 

1 . 

—3[Jisina-i-3 

^ j 


m etantun facteur constant arbitraire. Nous pourrons d(§terminer 
gz de facon que, dans Pexpression 

/ ^3 „ p- — (4 — [JLsina 12 


le trinome du second 
poser 

d’ou 

II vient alors 


degre en p. soit carre parfait; il suffit de 
4 iTi® — ^3 = 3 sin2a, 

^3 = 7726(4 — 3 sin^a). 


et, en differentiant, 




Vs: 


(JL sma 




2 v/S d]x 


Cette equation pent s’ecrire 

_ ^V3 d \j, __ d\x I dx 

en prenant 7n' = I, on a done, en definitive, 


^ ^ f" dz 
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On en conclut 


(9) 


0,^3 


puis, d'apres Texpression de dz^ 

,(gx\ asioot — 2 

Quand x est egal aPabscisse a de I’asymptote verticale, ul = x, on a 



et, par suite, 



D’apres cette derniere equation, on a 



et en integrant 



C’est I’equation de la trajectoire. 

Ecrivons u et v an lieu de ^ et de Tequation prend la 
forme 


(nj 


gy 


6p-p du 

'Yu' 


~ rii 
J, P'^ 


et nous allons pouvoir Tintegrer en appliquant la regie du n® SO. 

Pour rendre le denominateur rationnel, multiplions par 
les deux termes de la fraction sous le signe somme et tenons 
compte de ce que, g2 ^tant mil, on a 

p'2 = 

= 4(pt^— PW)C£pf^—pM)(£2pp^pM), 

£ et £^ etant les racines cubiques imaginaires de I’unite 

— IH- iv/3 . — \ — is/l> 

£ = - , =- 


2 


2 
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En operant la decomposition en fractions simples, on a 

6p-p _ 6p^p(pV-^p'^) 
pV —p'w"” 

ipV-f-p'i/: , r _ pV-4-p'^ , I .0 p't-^-+-p'g^ 

”"2pp--pii~^ 2"'Epp —pi^ 2 £2pp__pi^ 

_ ^ P'<^ ^ p'(sp) -+- p'g^: p'(z^i^)-+-p'u ^ 

~’2pt' — p2i"^2^p(£P) —pU 2 P^^^ 

car si dans la formula d’homogeneite 



pf~^ = P^P(^; ^ 2 , ^3)) 

VP- / 

on fait ^2=0 et a —£ puis p=£-, et si Ton remarque que ^ =:£^, 
on troiive 

P(m£ 2; 0, ^3) = s^P(w; 0, ^3), 
p(i^£; 0, ^3) = ^p{ii] 0, ^3), 

puis, en prenant les derivees 

P'(WE 2 ; 0, gi)=^p'{U\ O, ^3), 

p'(£^£; 0 , g-i) = p'(u; o, ^ 3 )- 
Des equations (i i) et (12), on concliU 

n3) gz^ rVi-Hsi 

^ W2 \^2 pt^ —pZ^ 2 pst; —pZ6 2 p£2p —p£6/ 


Mais, si dans la formule d’addition pour [n*^ 44 , eq. ( 65 )], 
on change p en — p, il vient 


2 pZi—pP 


= i;(zi —p) —^^^ + ^;p. 


Dans cette egalite changeons p en £ppuis en £-p et remarquons 
que, d’apres la formule d’homogeneite (n° 36 ), i^(£p) = £2t^p et 
t^(£2p) = £^Pj nous obtenons 


1 p'^^ -h p'st; 

2 pu — psv 
I p' u -4- p' S“ 


= ti{u— £P) — 

= ^(£6 — o^p) — -H S^P. 


2 pii —p£2(, 

D’apres cela P^quation (i 3 ) pent s’ecrire, en tenant compte de 
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ce que i + s -j- est nul, 

et Ton obtient eiifin 


S'y o y T T y(£P — ii) :f(z-v — u) 

^ G-p ^ CTsp " G'S^P 

L’expression dii temps t se trouve au moyen de Tequation (6) 
qui donne, par un calcul analogue, 

^ = r4iiu^du 

Jo P ~ P “ 

= ril P'^-^P'** + 1 .2 p'^^-p'“ ^ i , p'e^P^p'zA , 

J Va pv — pu 2 * pep —pii 2 ' ps’-p —pzt / ’ 


d’ou 


gt - tf(p —It) ^ <i{zv~ii) rffe-p—!t) 

2 _ = _ Log —Log —i-- — £ Log —r ■ 




G'oP 


145. D^veloppement de jk et de ^ en series entieres ordonnees 
suivantles puissances de w = —Lorsqu’on se propose de de- 

velopper y et ^ suivant les puissances entieres de il est 
commode d’employer la fonction 


6(w, P) = 


G'(p — W) 
O'P 


Quly^ 


qiii est egale a i pour 11 = oAl vient alors 


^ = —Log^j^(^^, p) — sLogtj^(w, £P) —£2Logtj;(M, s^p), 

^ = — Log4^(w, p) — s2Logtj;(w, sp)— sLog4^(w, 

Preiions les derivees logarithmiques et developpons suivant les 
puissances de u par la formule de Taylor : 

T U^-‘ , ,r 
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en integrant de nouveau, on obtient 

(i8) t.)=—-pp+^pp— 


Done, en remarquant que = o et jdsp = spp 

u ^ 

(19) Logtl;(«, SP) =- -spp 4-^p'l>-^s2p''p..., 

Zi" Zi^ zz^ 

(20) Log^(z^, £2p)=- ^£p"P.... 

On en conclut 


iz 

w 


Y o r ff 

1=3|^^p"p-^p«)p 

gt A 


zzio 

10! 

IL^ 


\(8) c 


)(6) ( 


.]. 

„]. 


Dans ces formules, on doit poser 


pp = 




= 5'2=o. ^ 3 = ^(4-3siii2a), 

p'p = isina, p"V=|sina, 


Le discriminant etant negatif, les p^riodes de p s’exprimenl 
I’aide des formules des n°® 137 et suivants. 

Les derivees ... se calculent par voie recurrente, < 

derivant un nombre quelconque de fois la relation 

(p'zz)2=4p3£i_^3 


et faisant ensuite u = 


CHAPITRE VII. 

INTfiGRALES ELLIPTIQUES. REDUCTION A LA FORME NORMALS 
DE LEGENDRE ET DE JACOBI. INVERSION. 


I. — InTEGRALES ELLIPTIQITES- 


146 . Exemple ^lementaire de la methode employee pour cal- 
culer les int^grales elliptiques. — On demontre, dans les elements 
da Calcul integral, que I’integrale d’une fonction rationnelle de x 
et de la rac.ine carree d’un trinome da second degre sjax--+-2bx-{-c 
peat elre ramenee, par an changement de variable, a i’integrale 
d’ane fonction rationnelle on a I’integrale d’lme fonction trigono- 
metrique. 

Plagons-nous a ce dernier point de vue, pour rattacber a des 
notions elementaires le probleme qae nous traitons dans ce 
Chapitre. Soit 

(i) jvi{x,y)dx 


ane integrate oil R(^, y) d^signe une fonction rationnelle de x 
et y 6iant lie a x par Tequation 

( 2 ) y = \/ax'^-h -ibx-h c. 


Si I’on fait an changement de variable, en prenant comme nou- 
velle variable ii I’integrale 


( 3 ) 



I’integrale proposee (i) devient Fintegrale d’une fonction trigo- 
nom^trique. Pour le verifier, ^crivons 


7-- 





^ ^ Jr 


h 

X — 

a 


s/ b -— ac 


^ — a = 1^ 


il vientj en choisissant pour Xq la valeur — - qiii annule 
\ii = C - — —:j ^ = sinXw, 

Jo 


(4) X —— -r- sinXy=-/62— accos'ku^ 

dx —y da. 


A.vec cette nouvelle variable I’integrale (i) devient I’integrale 
d’une fonction rationnelle de et cosXz^, integrale que Ton 

salt calculer. 

En emplojant un langage geometrique, on pent dire que I’eqiia- 
tion (2) represente une coniqne, et que les formules (4) ex- 
prinient les coordonnees d’un point de cette conique en fonctions 
uniformes de u. 


147 , Integrales elliptiques. — Considerons une integrale de Ja 
forme 


( 5 ) 



dx, 


OLi R(a:, y) est une fonction rationnelle des deux variables x el y 
liees par la relation 


(6) y = ^aox’*-^ ^aix'^~\-^a^x'^-^ ^^azx a;,, 

dans laquelle le polynome sous le radical est du quatrieme ou do 
troisieme degre. Une integrale de ce genre s’appelle une integrale 
ellipiique. Les integrales elliptiques ont fait I’objet des recherches 
de Legendre, avant la decouverte des fonctions elliptiques par 
Abel, Pour les calculer, on peut faire iin changement de variable 
en prenant comme nouvelle variable ii Fintegrale 


(7) 



Les quanlites x el y devlennent alors, comme nous le mon- 
trerons, des fonctions elliptiques de u et le calcul deI’int^grale (5) 
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est ramene au calciil de I’integrale d’lme fonction elliptique, calcul 
qae Ton sail faire a Faide de la decompositioa en elements simples. 

En employant im langage geometrique, on pent dire que les 
coordonnees ^ et ^ d’un point de la courbe (6) s’expriment par 
des fonctions elliptiques de la variable w, ce qui permet de trans¬ 
former rintegrale ( 5 ) en Fintegrale d’une fonction elliptique, 

148 . Premieres reductions de Fintegrale elliptique. — Dans la 
fonction rationnelle Rj/) on peut loujours remplacer les puis¬ 
sances paires de par les puissances du polynome 

y^=z ^azx 

et ramener cette fonction a la forme 

P Qjk 
Fi-hQu’ 

P, Q, P4, Q^ designant des polvnomes en x. Si Ton multiplie et 
divise par P^ —remplagant encore y- par sa valeur, on 
obtient une expression de la forme 

R(^)-i-y Ri(a7), 

oil R(x) et R^ (x) sont des fonctions rationnelles de x. L’inte- 
grale I se partage alors en deux parties 



dont la premiere s’obtient immediatement, comme Fintegrale 
dRine fonction rationnelle. Quant a la seconde nous Fecrirons, en 
multipliant et divisant Felement differentiel par y, 

S(x) etant une fonction rationnelle de x 

S(x) —y- Ri (x). 


II. — Forme normale de Legendre. Integrales de Jacobi. 

149. Forme normale de Legendre. — On dit qu une integrale 
elliptique est ramenee a la forme normale de Legendre quand la 



racine carree jk 6 St de la forme 


ou k designe une constante appelee le module. Dans les re- 
cherches theoriques, cette constante k a une valeur quelconque 
reelie ou imaginaire; dans les applications a la Geometricj a la 
Physique, a la Mecanique, on pent, comme nous le verrons, la 
supposer reelie et moindre que Funite. 

La racine carree ayant cette forme, A^oyons comment on pent 
calculer une integrale de la forme 

a laquelle on pent reduire toute integrale elliptique, d’apres le 
paragraphe precedent. Actuellement on peut encore, par des pre¬ 
cedes algehriques, simplifier cette integrale, en profitant de ce 
que y est la racine carr^e d’lm polynome bicarre. La fonction 
rationnelle S(ir) peut toujours s’ecrire 


od iR. et Si{ sont des functions rationnelles de cc-. L’intdgrale 
s’ecrit alors 



dx 

y 


■/ 


X dx 


La deuxieme integrale se ramene imm^diatement a une intdgrale 
elementaire par la substitution 


qui donne I’expression 


/: 




z){\ — le-z) 


ou le polynome sous le radical n’est plus que du second degre en x;. 
Finalement, on est done ramene a Tintegrale 


/ 


S{.{x^)dx 

- 


y = v/(x — — k^oc^)- 
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Si r on y fait le changement de variable 


■iir 


r _ — _ 

Jo ^ Jo ’ 


, a: = sn (z^j /r\ 


eJle devient 


Si(sn-u) dll. 


integrale d’une fonction elliptique aux periodes 2K et Pour 
la calculer, il faut decomposer la fonction elliptique en elements 
simples, en procMant comme nous avons fait au n° oO dans une 
question qui, au fond, est identique a la question actiielle. On 
d^composera d’abord la fonction rationnelle de x-, A{x-). en 
fractions simples 

Si(x^)~ CQ~h CpX~P-h ~ -T- ^ H-. . .4- 

, yr ^ . --^1 , ^P-1 'I 


ou nous mettons a parties termes en ^’et en i qiiand ils existent; 

la somme S est alors relative aux racines a qui sont differentes de 
zero. 

Faisant ensuite ^ — snu, on sera ramene a calculer les inte- 
grales des tjpes suivants 


( 8 ) J* sxx-udu^ J sn'^udu, j* *••> J' sn-^udu, 

ou n est un entier positif ou negatif, 

c r f 

J sn^z^ —a’ J (sn^w —a)‘^’ ^ J (sn'^w —a)p’ 


ou a est different de zero. Ces integrales sont faciles a obtenir par 
la decomposition en elements simples. 

On pent, par voie recurrente, ramener toutes les integrales du 
type (8) a la premiere de ce type. Quant aux integrales dii 
type (9), elles se deduisent de la premiere en la differentiant par 
rapport a a. De la Timportance particuliere des premieres inte¬ 
grales de chaque type. Nous aliens les calculer. 
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loO. Integralos d© prBinicr©, deuxiGine ©t troisiom© ©sp^c©, d’a- 
pres Legeiidr© ©t JacoM. — On appclle integral© de prsTYiierc 

espece I’integrale 


u = 



/ 


dx 




2° On appelle integrale de deuxieme espece, I’integrale 



qui devient, quand on y fait a; = sn u, 

A*2 / STi^udu. 

Jq 

Cette int%rale, que Jacobi designe parZ(w), a pour valeur (n° 100 ) 

Q"(o) e'(u) 

^ 0(o) 6 {u) 

Quand u augmente de aK ou de 2iKJ I’expression que nous 
venons de trouver pour Tintegrale de deuxieme espece ^prouve 
des accroissements constants 


2J = 2K 


0"(o) 

0 ( 0 )’ 


2 iy= 




e^^(o) 

0 ( 0 ) 


2KK']’ 


que Ton appelle modules de periodicite de Vintegrale de 
deuxieme espece. On en deduit la relation 


KJ'~JK'= 

2 

3 ® On appelle integral© de troisieme espece Tintegrale 



qui devient, quand on y fait ;r = sn w, 

r'' du 
J sn2i4—a’ 


OU a est different de zero. Pour la calculer, determinons un argu- 



nous aurons a caicuier i intesrrale 


rw 

Jo 2 


qiii est donnee par la formule suivante etablie au 100 


snacnadna i —fit) i W(ii-^a) %'(a) 


sn2 u — sn2 a 2 H(w — a) 2 B.i u -i- a) ' &(a'j 


sn a cn a dn a du _ i a — ii) 

sn-u — sn^a "”2 ^H(a-r-Z4j B{a} 


Si, dans la formule de decomposition (10) on change z/en z/h-zK'. 
elle devient, d’apres la relation 


sn(zz -r- zK')= ^ 


et la formule donnant H(zz — zK^) en fonction de 0 (w), 


k- sn a cn a dn a sn^ _ 1 Q'{u — a) i 6'{u-^ a) ^ B'(a} ^ 

L ~ k-sa-a sn-u 2 Q{u — a) 2 Q(u-r~a) 0(a) 


Pour designer Fintegrale du premier membre prise de o a zz, 
Jacobi emploie la notation n( zz, a) : 


n(w, a) = k^ snacnadn a 


sn2 u du 
- k- sn- a sn^ u 


I ^ B{a — li) ©'(zz) 
”2 ^^0(a-r-zz) ^ 0(a) 


4° Formule recurrentepour le calcut de J*sn-^Ui du. — En 
calculant Fexpression 


• [sn2«-3a cn u dna], 


et designant, pour abreger, par s la fonction snzz, on trouve 

( 2 7 Z - 3 ) I 52 ) (I - F- ^2 ) _. ( X _ 52/Z-2 (i - 5^ ) 


ou en ordonnant 
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(272 — 3 ) 52 ^-^ —(272 ~ 2)(l -H -h {2 11—l) 


En integrant on a 


dll 


Sn2«--3 Cn l£ dn 22 =(2 72 — 3) ^2/1- 

— (272-—2)(i-+-A'2) J* 52«-2 J ^2/^ 

formuie qui permet de calculer toutes les integrales jdu (que 

n soil positif ou negatif) en fonction des deux premieres corres- 
pondant a 72 = o, et tz = i, 


ni. — Reduction a la forme normale de Legendre. 
lol. Cas d'un polynome bicarre. — Soil I’integrale eliiptique 

ou S(^) est line fonction rationnelle de et y la racine carree 
d’un polynome bicarre 

y G. 

On peut encore ecrire, comme dans le paragraplie precedent, 

8(22?) = cR.(22;2)+ ^ 

oudl et^^ sont des fonctions rationnelles de^-. L’int^grale prend 
alors la forme 

La deuxieme integrale devient une integrale elementaire par la 
substitution 

= z. 

II reste done a calculer I’integrale 



IXTEGRALES E L L ! P T IQ U E S. 2U 

Si i*on ne s'astreiot pas a ii'introdiiire que des elements reels, celte 
inlegrale se rameoe immedialemenl a la forme normale de Le- 
^'endre. On a. en effet, en decomposant le polynome bicarre eii 
facteurs 

y = \ \ \‘‘ -I- — X-} 'y- — :r- », 

y. et 3 pouvant etre imaginaires. Si Ton fait ensuiie 



elle est reduite a la forme normale de Legendre et on la calciilej 
comme dans le paragraplie precedent, en faisant 

;; = sn(ii, fc I. 

Alors on a 

.r = a ^ ~ a sn z/. \' a- — — a cii zz, 

yy — X- = 3 v' I — k-z- = 3 «ln zz, 


r = a3 V A cn ii dn i 


= f 

?V/A J 


Sl(%- sn-zz ) da. 


152. Reduction a la forme normale en quantites reelles, dans le 
cas d’un polynome bicarre de la forme A(:r 2 - 4 - 3); y, a et 3 

etant reels. — Supposons que Ton ait 

y = /A.3:'^ -i- 'iB.r- -e G, 

A, B, G etant reels et B- — AG positif : on pent alors ecrire 




a et ^3 etant reels. Plusieurs cas soni a distinguer suivant les sigoes 
des quantites A, a et p. Gomme on pent toiijours, devant le ra¬ 
dical, mettre v^zhA en facteur, on a pour jk les types suivants ou a 
A. ET L. i6 
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et b designent des quanlites reelles 


y = s/(a- — x-)(x -— b^). 
y = x-){x^-+- b^), 

y =^(x'^— a-^)(x'^-h 
y = \/{X- -H )( x~ -i- . 


Voici, pour chaciin de ces types, ime substitution reellc prop; 


ramener I’integrale 


a la forme canooiqiie de Legendre. 


Type L — Soit 


1 a -— .r ' .( h- 


a- > b~. 


La qiiantite jK devant etre reelle, x- est exterieur a finterv? 
a-, 6-. Deux cas soot a distinguer soivantqiie x- est inferieur a 
ou superieur a a-. 


Premier cas : x-<. b-. — On fait x = ; et Ton a 




Le radical est done ramene a la forme demandee avec un mod 
reel moindre que I’unite. Faisant ensiiite 


x=:bsnLi, sjb- — x^=bcnu^ 

y — ab cvlu dnz^, 


/ a- — X'- = a d n z 




sn2 ii) dll. 


Deuxieme cas : X''> a-. — Posons 


a 

X = ~, 


nous avons 
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Le radical esl encore ramene a la forme demandee. et en 
i=r sn £/, on a 


-^ Qflll , —^ 

V'^- — a~ = a -5 I'x- — if - =z n -, 

sii£^ •':i// 

^ cn a (In ii 


r=:_i 

a J \sii-i 


Type IL — Soil 


j = / a- ~ X-) {X- — b'\}, a- > b-. 

Pour qiie j" soil reel, ii faut quex- soil compris entre a- 
SLiffit de faire 

a- — x-=:x’-. — b~. 

pour ramener i’inlegrale 


a rinlegraie 


J \/x a - — X- X- — b- j 

* — x'-) dx' 

d ( Cl - — x'- ^' a- — b- — x'- 


qui rentre dans le type I. 
Type IlL — L’inlegrale 


I ■■■■ -. . . dx, x-<C.a- 


J v/(a2 — 

se ramene de meme au type I par la substitution 


a -— x^= x'-, 


qui donne Fintegrale 


f 


^(a -— x'-) 
-x'-){a--^ b'^ — x'-) 


Type IV> — L’integrale 


f _^ 






dx, 072 >a 2 ^ 
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et h desigaent des quantiles reelles 


ll) 

y =z s/{a- — x'^ ){b-^ — X- 

(11) 

jK = /(a2-a’2)(»'^—62), 

lIII) 

JK =/(a2__^2j(^2_|_ ^2)^ 

'IV) 

y = /( x~ — a- )(^- -H j, 

(V) 

y =z s/{x-~h a~)(x--h b^). 


V'oici, pour chaciin cle ces types, ime substitution reelle propr 
tegrale 

-/■ 


ramener I’integrale 


J 


a ia forme canonique de Legendre. 


Type I. — Soil 

y = ( a- — X-) {b- — 27-), a- > b-. 

La quantile y devant etre reelle, x- est exterieiir a I’intervs 
a-, b-. Deux cas sont a distinguer saivantqiie x- est inferieur a 
ou superieur a a-. 

Premier cas : x-<i h-. — On fait x = b z; et Ton a 
j = ab — — /fi = ^ < I. 


Le radical est done ramene a ia forme demandee avec un modi 
reel moindre qiie I’unite. Faisant ensiiite 


z = sn ic. 

on a 

x — bsnu^ sjb -— x-~hQ.Xiu^ /a- — x- = a dn w, 

y " ab cnii dnUj 

I = ~ Sl{b^ sn2 u) du. 

Deiixierne cas : X''i> a-. — Posons 

a 

nous avons 

y = ——dx — —~dz, k^-=tl. 
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Le radical est encore ramene a la forme demandee, et en posaril 


so li, OQ a 


;- 1 cnii 

V' — a- — a — j \\€- ~ = a - 

siiii ^un 

, cnu dn u 




Tj'pe IL — Soit 


yz=z — X- ){X’^ — b- ), b-\ 

Pour que j soit reel, il faul que x- soit compris entre a- el Z^-. ii 
sLiflit de faire 

a- — x-~ , X- < 2 — Z*-, 


pour ramener i’inlegrale 


ti i’integrale 


r Ji(x-) dx 
J ^{ci- — x'^){ X- — b-~) 

S\.(a~ — x'-)dx' 
p( a- — x’- \( a- — b- — x'- 


qui rentre dans le tjpe I. 

Type 111. — L’integrale 

r di(.r2) 

I -- - dx^ X- < a- 

J \/{a^—-x'^){x^^-\- 62; 

se ramene de meme au type I par la substitution 


a- — X-, 


qui donne Fintegrale 




di(a- — x '-) 


•'2;(a2-{- b-^—x^y 


Type IV. — L’integrale 


dl(;2?2) 

v/(a;2_a2)(a?2-i-62) 


dx, x-'^ a-, 



c!Jl(37-) 


pouvant s’ecrire 

I 

ah 





dx 


est du type III si Ton y considere ^ comme la variable. On la ra- 
menera done au type I par la substitution 

I ^ 

a’- ^ 


Type V. — Enfin I’integrale 


/ 




\J{x- a^){x'^ -h 6-) 


dx, a-'y 


se raniene egalement an type I par la siibstitution 


qui la transforme en 


X- a- = X 


r Sl(x'^ — a^) dx , ,, 

I - y- --: __ ? x’^>a^. 


133. Reduction a la forme canonique de Legendre en quantites 
reelles quand y est la racine carree d’un polynome du quatrieme 
degre. — Nous aliens montrer que I’on pent toiijours, par une 
subslitation reelle, transformer un polynome du quatrienne degre 
a coefficients reels en un polynome bicarre de la forme 

A(x^-+- a)(.r2-f- 

A, a el ^ etant reels. On sera alors ramen6 an cas precedent. 

On sail qu’un polynome du quatrieme degre, a coefficients reels, 
pent etre decompose, au moins d’une maniere, en un produit de 
facteurs reels du second degre. On pent done supposer 

y = -r- 2 , jnx -j- /i) 2 p-x - 1 - T), 

€, m, n, [J., V etant reels. Faisons x — t elani la nouvelle 

I —f- t 

variable, p el q deux constantes. En substituant dans y et r^dui- 
sant au merae denominateur, nous aurons sous le radical le pro- 
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diiit de deux trinomes en Determinons p el q de (neon qiie ces 
trinomes ne contiennent pas de lermes dii premier degre en i : 
nous aurons les deux equations 

i pq -r- n = o. 

I pq —= 0 . 


qui donnent 

P 

Les quantiles p et q sont done racines d’une equation du 
second degre; pour qu'elles soient reelles, il faut et ii suffit que 
la quantile 


■q = 


pq = 


\ = (n — V r- — 41 ;jL — m 's » m v — n \i ) 


soil positive. A'ous alloos verifier que, si ie poiynome du qiia- 
trieme degre en x n’est decomposable que d\ine facon en fac- 
teurs reels du second degre A, est positif; et que si cetle decom¬ 
position est possible de pliisieurs facoiiSj on pent loujours ia faire 
de telle maniere que A soil positif. En effet, appelons a. by c, d 
les quatre racines de ce poljnome, a el b etaiit les racines de 
X--T- 2 mX -f- c el d celles de 2 [j.x -f- v. On a 

'im = — {a~b)^ ji — ah^ 2 ;x = — — v =: cd. 


Substiluant dans A, on trouve 

A = (a — c)la — d){b — c){b — d). 

Si ciy by Cy d sout imaginaires, a elb sont conjagues, c et d aussi; 
A est positif. 

Si a et ^ sont reels, c eld imaginaires conjugues, A est positif. 
Si les quatre racines sont reelles, on pent decomposer le poiy¬ 
nome du quatrieme degre en x de trois facons differentes co deux 
facteurs reels du second degre : supposoos c|u’on ait fait la decom¬ 
position de facon que a > 6 > c > rZ; alors A est positif. 

Ainsi, dans tousles cas, apres rintroduction de la nouvelle va¬ 
riable ty y prend la forme 


(A, a, ^ etant reels); 
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et I’integrale 


devienl 
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S(x) 


y 


dx 


i.q -p) 


n 


/ a )(^2 p ) 


On la ramenera a la forme canonique de Legendre par line des 
transformations indiquees dans le numero preceden t. 


Remarque. — Si Ton considere x comme Fabscisse d’lin point 
sur line droite. la determination des valeurs de /? et ^7 revient a la 
recherche des abscisses des points qiii divisent liarmoniquemenl 
les deux couples de points ajant pour abscisses les racines des 
deux trinomes 

X- imxn ^ 27^-h 2 [Jt.a?-h V. 


lo4. Gas oil le polynome sous le radical est du troisidme degre. 
— Si Fon a uoe integraie elliptique 

PS(x) dx 

J y ’ 

avec 

y = sjax'^-\- d, 

on pent encore, par une substitution reelie, ramencr ccttc intc- 
graie ala forme canonique de Legendre. Le poljnomc sous le ra¬ 
dical ayant toujours uoe racine reelie a, il siiffit de fairc 

X — a = if-, 

pour etre ramene a une integrale dans laquellc figure la raciiK^ 
carree dhm polynome bicar re en t. 

.'\iais, dans ce cas, il est plus simple d’emplojer la forme nor- 
male de AVeierstrass, comme on le verra dans Ic Chapitrc sui- 
vant. 



CHAPITRE YIIL 

REDUCTION A LA FORME XORMALE DE M. WEIERSTRASS. LNTERSION. 


I. — Le POLYXOME sous LE radical EST DU 


/ 


•l5o. Reduction a la forme normale. — Soil a caiculer Finlegrale 
R i ^ > dx 


/X 


ou X est un polynome dii troisieiiie degre 


Si nous effecliions dans X la siibslilution 


X = m z n. 


nous pourrons disposer des conslantes m el n de faron que !i^ 
polynome Z transforme de X soil de la forme 

y'o el g-s designant des coefficients constants. On reconnaii iniine- 
dialement qu’ii suffit de poser 

b 


On voit alors que Fon esl raniene a considerer line inlegrale 

1 = 

J v/4-^— — ^3 

S(:) designant uae fonction ralioaaelle de Oa dil qii’iine in- 
tegxale de cetie forme est de la forme canoniqae de M. Weier- 
strass. 
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Si Ton pose ensuite 




gi-—g-i 


on en lire, en faisanl I’inversion, 

- =p('‘; gi,gi)i 

el I’integrale elliptique I devient 



du, 


S(pi/) etant Line fonction rationnelle de pu. On calculera ccUe 
integrale par la methode de decomposition cn elements simples^ 
comme on I’a explique an n^ SO. 

Les periodes de la fonction se calculent d’apresles formules 
du Chap it re VI. 


'I 06 . Remarques sur Tinversion. — JNoiis avons vu, des Ic debut 
de cet Ouvrage^ qne, si Ton construit la fonction pu avec deux 
periodes ai'bitraires ato et ato' de rapport imaginairCj cclte fonc- 
tion x; ~ verifie ime equation de la forme 



et ^3 etant des constantes definies en fonctio n des periodes 
par certaines series. Inversement, etant donnee line equation de 
cette forme ou et ont des valeurs determinecs clioisies 
arbitrairement, on pent toiijours construire unc fonction 
verifiant cette equation, Cela resulte, comme nous 
lavons de a remarque au n° 34 , de ce qiie la fonction a est re¬ 
presentee par line serie entiere en g.^^ g\^ convergentc quelles 
que soient ces quantites et que la fonction 


verifie e quation (i) quels que soient ^2 et ^’3. 

Nous aliens rappeler comment, g., et g^ ajanl des valeurs 
> eelles quelco nques, on eut calculer une paire de periodes pri- 
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niitives de pu el verifier qiie la fonction pa, conslrm'le a^ec ces 
periodes, satisfaitbien aTequatlon (I'l. 

Premier gas : Discriminant positif. — Supposons que dans 
r equation 



el soient reels et que le discriminant da second menibre 
\ — — 2 -soil positif. Les racines ei, ^3 sont reelles. 

Determinons les valeurs 03 et par les egalites 


(2) 

(3j 



dz 


vA-‘ — 

dz 




de sorte que to et-y sont des quantiles reelles et positives, et 

conslruisons la fonction pu qui adniet pour periodes primitives 
•2to, 2to'. 

Cette fonction pu satisfait a ime equation differentielle 



dans laquelle Go et G3 ont des valeurs reelles rendant le discri¬ 
minant Gl — 27 G^ positif. II s’agit de demontrer que Fon a 

0-2= g->, ' Gs= g:^. 

Pour cela, rappelons que les demi-periodes to et to' de la fonction 
pu peuvent se deduire des coefficients deFequation differentielle 
verifiee par cette fonction au moyen des egalites 



dz 

. . . .— .... — 7 

1/4 — G-iZ — G;} 

dz 

s/^z''‘ — Go ^ -f- G3 


en designant par E^ la plus grande et par E3 la plus petite des 
racines du poljnome — Go* comparant ces ex- 
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pressions de w el de j aux integrales ( 2 ) et (3) qui ont servi de 
definition a ces quantiles, on est conduit aux ^galiles 


giZ — gz Je, \/iz 

= r"” 

- \/— g^Z £*••> J— I.’- Jl\ z 


3 _Go^-G 3 


lia V 4 - G 2 ■+■ G;{ 


Mais, d’apres le raisoanement fait an n" 141 , les egalilos pre- 
cedentes exigent que Ton ait 


El — 6i, Eo — 60, E3 — 63, 


et, par suite, 


G2= ^2 


b 2? f? 3* 


Done Tequation differentielle donuee est vcrificc par la fonc- 
tionpw qui admet pour perlodes primitives 2to el 2to', to se 

Jeduisant des coefficients de Tequalion donnec a Taide des inte¬ 
grales (2) et ( 3 ). 

Deuxiemegas : Discriminant negatif. — lilanl donnee I’ctpia- 
tion differentielle 

dans laquelle et sont reels, et tels que Ton ait 

27.g|<o, 

nous aliens eonstriiire une fonction pu verifiant cette equation 
differentielle. 

Soient la racine reelle, e^, Ics deux racines imaginaires 
conjuguees de 4 — o. - o-.^ ~ o; posons 


to; r" 
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et construisons lafonctlon qui admet pour periodes primitives 

203i, 2 CO 3 . 

Cette fonction piz satisfait a une equation differentielle 



les periodes 20)3 etant imaginaires conjuguees, on sail qiie 
Gs et G3 sont reels et que le polynome 4-^—■ G2- — G:j admet 
une seule racine reelle : soient Eo la racine reelle, Ei, E3 les ra- 
cines imaginaires conjuguees de ce polynome; de plus, on a 


dz 

^2 = I — --- , 

J?.. /4 — Go 3 — G3 

^ dz 

^ ~ E. /4 — Go -3 — G;> 

II s’agit de demontrer que Go et G3 sont ^gaux respectivemenl 
a g. et 5'3. 

D’apres ce qui precede, on doit avoir 



^_ clz _ ^ _ rlz _ 

\/{z — ei){z — e.i)[z-~e-^) Je. \^{z~Ei ')iz — Eo)) 

_ ch _ ^ _ 

^/(^Z-i-ei)[zze-^) J-E, -i-Ei}(^Eoji ^-i-E-. i 


Mais nous avons vu (n® 139 ) que ces egalites ne peiivent avoir 
lieu que si Eo, Ei, E3 sont egaus respectivement a eo, ej, ^3 et 
par suite si Ton a 


G: 


G 3 =. 


Done la fonction pz^ que nous avons conslruite avec les pe- 
riodes ntoi, 20)3 satisfait a Pequation differen lielle donnee. 


II __ Le polynome sous le radical est du quatrieme degre. Premier 

MODE BE REDUCTION OU l’oN NE SE PREOGCUPE PAS DE LA REALITE. 

On a dej^ donne n“ 1 S 2 une methode pour faire I’inversion de 
rinle°Tale f - en se servant des fonctions de Jacobi. Mais, 

^ J /F(^) 



CHAPITRE VIII. 


252 . 

pour applic|uer cottc nictliodc dans lo cas gcncralj il faiiL decom¬ 
poser F(-:;) en un prodult de deux facteurs du second degre, ce 
qui conduit a resoudre une equation du troisieme degre. 11 y a 
interet a eviter cette question auxiliaire, surtout lorsque le poly- 
noine du quatrieine degre F(^) ses coefficients nume- 

riques et contient des constantes arbitraires, comme cela se pre¬ 
sente souvent dans les probleines de Mecanique. Cette difficulte 
se trouve ecartee quand on fait I’inversion en se servant des fonc- 
tions de M. VVeierstrass. 


lo 7 . Cas particulier. — Parmi les formes diverses qiie pent 
prendre la formule d’addition de la fonction pu^ nous avons ob- 
tenu la siiivante (n° 4 o) 


p u~~p{u-^v) 


1 

2 


A. (ILIizIlIY 

du V p — p c / 


Si done on pose 

(n 


2 pu — P V 


en regardant v comme une constante et t comme une fonction de ii^ 
cette fonction verifie I’equation differentielle 



Nous allons exprimer le second membre en fonction de t ct ve¬ 
rifier qu’il est un polynome du qiiatrieme degre en t. 

Dans tout ce qui suit nous rendrons les I’esultats plus facilcs a 
retenir en employant une representation geometrique. 

Considerons la cubique 

decrite par le point de coordonnees 


x = pu, r^pi(, 

cubique etiidiee aux n‘'=' 58 et siiivants. Coupons cette courbe par 
line secante passant par un point fixe P de parametre r el im 
point variable de parametre u; le coefficient angulaire dc la se¬ 
cante est 


pii — pi’ 
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et le troisieme point d'intersection a pour parametre — (uv) 
(n^ 60 ). Nous avons obtena dans le n'-* 60 des formules qu'on peol 
ecrire, en j remplacant a par 2 

! ,P — pr ] - 4 - [pill -r- r) - pi ri] = r-~ 3pv, 

[pzf—pp][p(n-^r) —pin] = \ pv-~‘Atp’v): 


ces identites montrent que pii —jdp’ etp(?/-T~4') — jor sont ra- 
cines d’line equation du second degre ajant pour coefficients des 
polynomes en t. En elevant ia premiere an carre et en en retran- 
chant le quadruple de la seconde, on a 

[pz^~pU^ ^ P ,]2= |•^2-_3ppy2_2(p"p — 2/p'r I, 


et lY‘qualion differentielle que verifie t pent s^ecrire 

en posant 




/i^j = {t-— 3 ppp —2rp'V —o^p'p). 


Les racines de ce polynome f(t) sont les moities des coefficients 
angulaires des tangentes menees du point P a la cubique; en effet, 
si t devient egai a une de ces racines, on a p -j-r), et 

la secante de coefficient angulaire 2i coupe la cubique en deux 
points confondus. 

En resume, si t est defini en fonction de u par Pequalion 


du — 


dt 

s/f^.n 


t pent s’exprimer en fonction uniforme doublement periodique 
de Li par la formiile (i) et il en est de meme de \!f{t)^ qui est 
egale a • On exprime ce resiiltat en disant qii’on a resolii le pro- 

])leme de Pinversion pour le polynome f{t)- Ce polynome du 
qualrieme degre en t ne renferme pas de terme en t‘^ et contient 
trois constantes arbitraires, qui sont Fargument c et les deux inva¬ 
riants g2 et ^3 de la fonction p. 

Nous allons voir que, si le polynome sous le radical est un po- 
Ivnome du quatrieme degre quelconque, on pent toujours, apres 
en avoir fait disparaitre le terme en Pidentifier avec /(O- Le 
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cas particulier que nous venons de trailer nous donnera done la 
solution du probleme de I’inversion pour im poljnome du qua- 
trieme degre quelconque. 


158 . Le cas general ramene an cas particulier precedent. — 
Soit iin poljnome donne du quatrleme degre 

cp(jf) = Ga 2 ^ 2 _|_ 4 _a 4 , 

debarrasse du terme en tKEn Fidentifiant avec le poljnome/(/) du 
niimero precedent^ on trouve, en vertii de = ^2, 

pt?= —a-o, p'p = 0^3, —3p-p = a/,. 

La derniere de ces egalites peut etre remplacee par la suivaiile 
^2= '^4-H 3 a|, 

el Ton voit que les trois constantes et sc IrouvcnL do- 

terminees. La valeiir de ^3 peut se deduire de Fequalion 


elle est egale a 


p'-t’ = 4 p^t^ • 




^ 3 ^ 


: a-oav — ar. - 


On a done, pour identifier les deux poljnomes, les relations 
concordantes 


^2= otv-f- 3 a|, ^3= a2at— al — al, 

ppzzz — ao, p'p = a3. 

Ces relations definissent les deux invariants go et ^3 cl Fargu- 
ment constant p. 

Si le poljnome donne est iin poljnome F(^) renfermant un 
terme du troisieme degre 

F = ^0 ^ 4 G cio ■+" 4 ^3 ) 

on fera disparaitre le second terme en posant 


on a alors 



F(^) = ao((^-h 6 4 ^ -h ocj^) = ao 
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o u 


rii‘,a .2 — a: 


a-.ia — "j a,^ai ri-i — 2 a f 


X; : 


— I rr j «;j — G^r. r/.i ^| — 3 ?7 j 


On troLive enfin, pour expressions suivanles 




a.iX;— 75 — 2'4 = 


T 


en posant 


S = a — 4 «i<^ 3 ~ 3 < 7 |, 

T = 2 < 7 ] < 2 : 5 ^ 3 — a'j — ci.jal — a'j < 24 . 


Remarque. — S et T sont les invariants dii polyoonie 
a^jZ^ \ ai z- ~ G a^z-\a:^z a 


Si I’on calcule les valeiirs particulieres de S el de T pour ie po¬ 
ly nome 

/( t) = Gr^pt.' -T- Uji’v -f- ^2— 3 p 2 r, 


on troiive et g-:^. 

On obtiendrait done immediatement les relations donnant g., 
et g^, en egalant les valeurs des invariants des deux poKnomes 
que Ton veut identifier. 

Les expressions de jae et de en fonclion de <fZo, ^G>o 

a^^ s'obtiennent de meme en remplacant ao, as, a4, par ieiirs va¬ 
leurs; on pent alors enoncer la regie suivante : 


159 . Regie. — Soit F(g) im poljnome du quatrieme degre 
quclconque 

F ( ^ ) = <2o 6 <2-2 - 3 “ “T“ 4 ^3 ^ + ? 


et soient S et T les fonctions siiivantes des coefficients de ce po- 
Ijnome 

S = CCqCL ’^— 4^1^3“F 3<2|, 

T = < 2 o <22 <^4 H- 2 ( 2 i ao ^^3 — ( 2 | — <20 < 2 |- <2 j < 24 . 
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Si Ton prend les foncUons elliptiqiies ayantpoar invariants 


S 




T 


el un argument constant defini par les egalites 


pp 


-«o«2 


P ^ = 


a:^al — 3aoaia2H- 


et si Ton pose 


^ i P'^-~P'^ 

ao ‘ 2 pu —pi’ ' 


on a 
pais 


v'F(x;)= \/ao[pJ4— 

I ^ _ dz u _ ^ dz 

\Ja^ v/F(^j s/a^ J 


ce qiii donne la solution dii probleme de I’inversion pour le poly- 
nome du quatrieme degre F(z). 

A un point de vue geometrique, ces formules peuvent aiissi 
s’interpreter comme il suit : 

Si Ton considere la courbe du quatrieme ordre 


Z = \/F(3), 

les coordonnees Z et d’un point de cette courbe peuvent s’ex- 
primer en fonctlons uniformes du parametre u par les formules 

ao 2 pu — pv ' 

Z = Ao [pa —p(aH- p)]. 


in. — Inversion en quantites reelles. Discriminant positif. 

160. Expression elliptique des racines d’un polynome du qua- 
tritoe degre. — D’apres ce qui precede, elant donne un polynome 
dll quatrieme degre 

F( z) z= aoz’-^ -h /iaiz^-h 6a2Z-~h 4a^z a:,, 

at _ I p'u-~p'i> 

—j— _____- 

an 2 Da — no 


si Ton pose 
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les invarianls des fonclions elliptiques et rargument constant c' 
etant convenablement ciioisis, le poljnome F(:;) prenJ la forme 

F(^) = «o[pW —PU€-:-r;]2. 

Cette forme permet de trouver simpiement les valeurs de Far- 
gument ii qiii correspondent aux racines de Pour I’lme de 

ces valeurs, on doit avoir 

ou bien 

4- r = zz '2 m oi •> n w', 

m et n etant des nombres entiers. On ne doit pas prendre le 
signe —, puisqiie r n'est pas iin multiple des periodes. Enprenant 
ie signe —, on troiive 

V' , 

11= -^ {_,J /I OJ , 

et il siiffit de considerer les qiialre valeurs suivanles de w : 

e _ r _ • 

Wo ^7 1 2 ' * ~ 2 . ; W 3 ^ . Oj 

16 ' 1 . Discussion relative a la realite des racines. Gas oti le dis¬ 
criminant est positif. — Nous supposerons dans ce qui suit que 
les coefficients de F(:^) sont reels, de sorte que, lorsqu’on fait 
Finversion, ^'2 et ^'3 sont reels. De plus, nous nous iimitons pour 
le moment au cas ou le discriminant est positif. La courbe 

se compose d’lme ovale et d’lme branche infinie. Les valeurs 
de pp et p^’ etant reelles, v est le parametre d’lm point reel de la 
courbe. L’une des periodes to est reelle, Fautre to^ purement ima- 
ginaire. 

Les arguments Uz sont les parametres des points de 

contact des tangentes menees a la cubique x yz=p'a par 

le point de parametre ; les valeurs correspondantes de 

^ ^ I p'u — ip'v 
1 pu — pv 

sont les demi-coefficients angulaires des quatre tangentes, et Fon 
A. ET L. 


17 
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Yoit, en se reportant a I’expression de ^ en fonction de que le 
nombre des racines reelles de F(^) est egal au nombre des tan- 
gentes reelles qu'on pent mener a la cubique par le point de para- 
metre 

Nous avons vii (n° 63) que les quatre tangentes sont on toiUes 
reelles, on toutes imaginaires suivant que le point p appartient a 
la branche infinie on a Tovale, c’est-a-dire (n° 63) suivant qu’on 
a a la fois 

pp>o, p"p>o, 

oil que Tune au moins de ces inegalites n’est pas verifiee. 

D’apres la valeur de en fonction des coefficients da poly- 
nome, on pent enoncer ce resultat ainsi : 

Dam le cas da discriminant positif, le polynome F(z) a ses 
quatre racines reelles^ si Von a d la fois 

af —ao«2>c>) — ao«2)‘'—Sag > 0. 

Si Vune de ces inegalites n^est pets verifiee^ le polynome a ses 
quatre racines imaginaires, 

Les quatre racines rangees par ordre de grandeur, — De- 
signons par 

■^Oj ^ 1 ) '^■ 2 } -^ 3 } 

les valeurs de et par 

^0, ifl, if25 

les valeurs de t qui correspondent aux alignments 

Uq, Wi, ii2, Us- 

Dans le cas ou les quatre racines sont reelles, les quatre valours 
de ;; sont rangees dans le meme ordre que les valeurs correspon- 
dantes de t. 

Or on peut voir sur la figure (j^g- 20 ) dans quel ordre sont 
ranges les coefficients angulaires des cpiatre tangentes menees dii 
point P de parametre p, en remarquant que cliacune do ces tan¬ 
gentes n’a d’autre point sur la courbe que le point P et son point 
de contact. En supposant 

o<c^<to, 

on voit (Jig* 20 ) que les valeurs de t sont rangees dans Pordre 
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suivanl 

et. par suite, on a 

Fig. 20. 





\ 


162 . Inversion en quantites reelles. — Supposons que Ton ail 
fait [’inversion de I’integrale 

r dz 

J y/?^) 

par la methode des 138 et 159 . Cherchons quelles valeurs de a 
i’on doit prendre pour que ^ et vF(u) soienL reels tous les deux. 

1® Cas oil les quatre racines so/it imaginaires, — Alors F(u) 
est toujours dii signe de Si done est negatif, v^F(u) n’est 
jamais reel en meme temps que Si ao est positif, il suffit que u 
soit reel pour que ^/F(u) le soit, e’est-a-dire que 

2 pu—pi^ 


soit reel. Or, puisque les quatre racines sont imaginaires, le 



200 


CHAPITRE VIII. 


point P, de parametre appartient a I’ovale. Si nous menoiis par 
ce point P une secante de coefficient angulaire cette secante 
rencontre toajours, quel que soit la courbe en un autre point 
appartenant a I’ovale et en un point appartenant a la branche in- 
finie. En d’aatres termes, a ime valeur reelle de t correspondent 
pour u une valeur reelle et une valeur de la forme <2 + 0)^, a etant 
reel. 

Ainsi, qiiand les qiiatre racines sont imaginaires, il n'y a 
de solution que si Oq est positif; on doit prendre alors ii reel 
ou u — 03' reel. 

2° Cas oil les quatre racines sont reelles. — Le point de 
parametre est alors sur la brancbe infinie de la cubique, comme 
dans la Jig, 20. 

L’argument pent alors etre suppose reel et compris entrc — (o 
et 03 (n*^ 63 ). 

Nous ferons la discussion en supposant 

0 < f < CO, 

ce qui est d’accord avec la figure, et nous ecrirons 

F(.-) = ~ - ^- 1 ;, 

les racines se succMantdans le produit suivant Fordrede grandeur 
decroissante. 

Soit d’abord Oq^o. Comme est suppose reel, pour que 
\/F{z) le soit, il faiit que ^ verifie Tune des inegalites suivantes : 

ou bien que t verifie Fune des suivantes 

^ ^ ^0} t^y t y t^, t II. 

Or le point P se trouve maintenant sur la branche infinie. Si nous 
menons par P une secante de coefficient angulaire t et si Fon a 

t>tQ OLl /<^i, 

les deux points variables d’intersection appartiennent a la brancbe 
infinie : les valeurs correspondantes de a sont reelles. Si Fon a 


h>f>u, 
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les deux points variables d'inlersection apparliennent a Fovale el, 
pour cliacim d'eux, ii — co' est reel. Ainsi^ qiiand est positif, 
on doit prendre ii reel on bien ii — to' reel. 

Soil maintenant r/od o, on doit avoir 


Si Fiine ou I'autre de ces inegalites est verifiee, la secante 
menee par P el dont le coefficient angiilaire est 2 ^ ne rencontre plus 
la courbe: les abscisses des deux points variables d'inlersection 


pW, 


doiventetre imaginaires conjuguees. Or, si nous posons uz=.a-^hi. 

a et h etant reels, la formule d'addition montre qiie 

et pi a — hi) sont imaginaires conjugues: ii faut done qiic I'oii ait 


oil bien 


p f r - 4 - « -f- Z?/) = p (a — hi) 


V -T- a -r- hi — iziia — hi) — 2 11 to'. 


m et n etant des nombres entiers. On ne pent pas prendre le 
signe car, en egalant les parties reeiles, on iroiiverait 


V = 


ce qui n’a pas lieu; on doit done prendre le signe — et Fon a, par 
suite, 

p - 4 - 2 <2 = 2 m CO 2 /^ to^; 

n doit etre mil, puisque 0 et a sont supposes reels, et Fegalite 
pent s’ecrire 

e 

a = -h mtj), 

•1 


ou il suffit de considerer pour m les valeurs o et i. 

Nous trouvons done, comme condition necessaire, que u doit 
etre de Tune des formes suivantes 


ibj 


■ ib^ 


b etant reel. Nous allons verifier que cette condition est suffisante. 
On voit d’abord que, si u a Fune des formes prec6dentes, t est 
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reel. Ed effet, on a, d’apres Finterpretation geometrique de t, 
comme demi-coefficient angulaire de la sdcante, 

2 p a — p Ki 

Si 

-7 

II — - '-10^ 

2 

a el Ux sent imaginaires conjngues; il en est de meme de j3?/. el 
de , puis de et de U\ : done t est reel. Si 

P -7 

li —— - -T-CO H- 

Ux — — ■ 4 - cl ) + , 

^ -7 

Z/l-r-2a>=— - CO — lb. 

Done pw el pii^ d’une part, p’u et p^ d’autre part, sont ima¬ 
ginaires eonjugiies, ^ est eneore reel. Dans les deux cas, la secanle 
de coeffieient angulaire a if, menee par P, rencontre la cubiqne en 
deux points imaginaires. II faut done que Ton ait 

Done enfin, pour une valeur de u de Pune des deux formes consi- 
derees, et \/F(.g) sont reels tons les deux. 

Ainsij dans le cas oil les quatre racines sont reelles et oa 

est negatify on doit prendre u -\--ou bieii u ~ — to pure- 
ment imaginaire. 

La demonstration a ete faite en supposanl o < < to. Le resultat 
est encore vrai si est compris entre o et — to. 

163. Resume. — Le discriminant 6tant positif, si Ton vent que 

^ et v/F(^) soient reels tons les deux, la forme de Pargument a 
est donnee par la regie suivante : 

i*^ Les quatre racines deY{z) sont imaginaires. — Si est 
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positif, on doit prendre u reel on bien ii — ci>' reel; si est ne- 
gatif ii n’v a pas de solution. 

2 ° Les qiiatre racines de F(j) sont reelles, ■— Si est po- 
sitif, on doit prendre u reel ou bien u — or reel. Si est ne\"atif, 

on doit prendre ^ ou bien u~ — w purement imaginaire. 

Ces cas et 2 ° sont les seuis qui peuvent se presenter quand 
ie discriminant est positif. 

R . — I^’VERS^O^' EX QUAXTITES REELLES- DiSCRIMIXAXT XEGATIF. 

161. Racines de F(^). — Soit, coinme precedeiiiment, Ie polj- 
nome dii quatrieme degre a coefficients reels 

Ft;^) = -T- a-^. 

Les quantites^'o etant calculees comme plus haul en fonctioii 
des coefficients de ce polynome, nous supposons main tenant ie 
discriminant gi — g'l negatif. 

Nous designerons, coinme au n® 132, par tOi et 0 J 3 un couple de 
periodes primitives de la fonction p, periodes que Ton pent sup- 
poser actuellement imaginaires conjuguees 

2 to 1 = tOo to^s) , 2 to 3 = 0)2 -f- to^., 5 

Wo designant une quantile reelle et co^ ime quantile purement 
imaginaire. 

On voit immediatement, comme au n® 160, que, si Pon pose 

ao ' 2 pw — pp ’ 

les invariants de la fonction p et Pargument constant etant con- 
venablement cboisis, les racines du polynomeF(i 5 ) correspondent 
aux arguments 

V V V 

U,3 = — — ? U\ = i— CO j j £^2 ~-” 1 “ ^3> ^<^3 ~-“T" t03. 

2 2 2 2 

Nous supposons que les coefficients de F sont reels; alors 
les quantiles qui ont servi a definir pp et p'p sont reelles, et Fon 
peut toujours supposer p reel et compris entre — Wo et 
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Ou voit done que F(::) a deux racines reelles correspondant 
aux arguments 

lL^z= - } Ui — --r-Woj 

2 ‘2 


et deux racines imaginaires conjuguees correspondant aux argu¬ 
ments 

- _f_ Q)o- -T- Wo-4- 


Si Pon considere la courbe 

x = pu, y-p'ii, 

precedemment ctudiee (n° 1 - 42 ), on sait que cette courbe n’a pas 
de points reels en deliors de la branclie infinie representec siir 
Isi jflg- 19. Le point P de parametre est un point dc cetle branclie. 

Par ce point on pent mener a la courbe deux tangentes reelles. 
Les demi-coefficients angulaires de ces tangentes sont Ics valeurs 
que prend le rapport 

2 pu-~p9 ' 

pour u = Uo et u— valeurs que nous designerons par to et /o. 
Dans la discussion qui va suivre nous snpposerons 

o < cj < Wo; 


on voit alors sur la Jig. 19 que Ton a 


et Ton en conclut 


to> U 




I60. Inversion en quantites reelles. — Cliercbons quelles va¬ 
leurs de ilfaut prendre pour que .ci et soient reels Lous les 

deux. Comme on a 


F(s) = ao(z—Zo){z — zo)(z — Zi)(z — ^3), 

et que Zi et;^3 sont imaginaires conjuguds, il suffit, si ^ est ddja 
reel, que Ton ait 

ccq — sq)— -^2)1^ e. 

Supposons d’abord que Uq est positif : il faut que vdrifie 



2G5 


REDUCTION A LA FORME NORMALE DE If. WEIERSTRASS- 

rune des inegalites 

-3 > OU ^ < ^^2 

et par suite que t verifie Pune des inegalites 

/ > fu OU f < (-2 : 


line secante, nienee par P et dont le coefficient angulaire est egal 
a 2 ^, rencontre alors la coiirbe en deux points reels. 

Done est positifj on doit prendre u reel. 

2 *" Supposons maintenant que a© est negatif; t doit verifier la 
double inegalite 

ia secante^ menee par P el dont le coefficient angulaire est egal 
a 2 ^j ne rencontre plus la coiirbe. Les abscisses des points va¬ 
riables dintersection 

doivent etre iinaginaires conjuguees, C’est cette condition qui. 
dans le cas actuel, va nous determiner la forme de ii. 

Posons u = a -h- bi, a et b etant reels p(a -r- bi) et p(— bi) 
sont des quantiles iinaginaires conjuguees : on le verifie a Paide de 
la formule d'addition. On doit done avoir 

p((^ a -h bi)=p{a — bi) 

ctj par suite j 

9 a bi — dz(a — bi)~T~ 2/11 toi -f- 2 71(133. 

Prenons d'abord le signe —; Pdgalite devient 

2a4-(3 = 2 771(j3i-h2 7lt03 

= 7?Z ( to 2 — 2 ) 71 (to 2 *4“ to q ). 

Comme a el ^ sont reels, on doit avoir ji = m, et Pegalite resolue 
par rapport a a devient 

(7 

a = -h 771 to«>; 

2 

il suffit de donner a ?n les valeurs 0 et i. Pour ni = i 

purement imaginaire. Pour m ~if ^ est egal a une quantite 
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purement imaginaire augmentee de 0 ) 2 - Mais ce cas rentre dans le 
precMent si Ton remarque que (n° 135) 

J3(W2-4- Z^)= P(w'2+ W). 


Reciproquementil est facile de vMfier que, pour im argument u 
de la forme 




V 


ib. 


ou b desigQe im nombre I'eel, t est reel el compris entre et U. 
Ea effet, puisque af est le coefficient angulaire de la sdcante allant 
du point P donl le parametre est v au point donl le paramelrc est a, 

on a 

2 pu~-pui 


Si Ton prend 


u — — 


ib^ 


on a 


ih 


2 


ib 


■lb, 


2 


etFonvoitque jDZ^et d’une part, u et pUl^ d’autre part, 
sont des quantiles imaginaires conjugudes. Done t est reel. De 
plus la secante meneepar P et de coefficient angulaire 2 rcncon- 
trant encore la courbe en deux points dont les abscisses sont des 
quantiles imaginaires, t est necessairement compris entre ^ 2 * 
Done a une valeur de u de la forme consideree correspondent 
des valeiirs reelles de s et de y/''F(^). 

Nous avons choisi le signe — dans I’egalite exprimant que pu 
etp(z^-f-p) sont imaginaires conjuguees. En choisissanl le signe H- 
dans la meme egalite, on serait conduit a des arguments pour les- 
quelspz^ et p(?z-l-p) seraient bien encore des quantiles imagi¬ 
naires conjuguees, mais ne rendant pas reels el. y/F(^). 

Ainsiy quand est iiegatif, il fautprendre ^purement 

imaginaire. 
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166. Resume. — Pour que et \Fi[z) soient reels tous les 

deux : 

Quand est positifj il faut prendre ii reel ; 

Quand ao est negalif, il faut prendre u ~ piirement imagi- 
naire. 


Y. — Methode de M. Hermite. 


167. Methode generale. — M. Hermite a donne le iiiojen de 
ramener a la forme canonique adoptee par M. Weierstrass une in- 

dans laquelle X designe un poljiiome general do 

quatrieme degre. iNous indiqueronSj a litre d’eNercice, cette me¬ 
thode dont nous n’aurons pas a faire usage. Soil 

X = 4 aiJr^~r- 6 a. 2 >r- — 4 a^x -i- a; 


on polynome et H le hessien de ce polvnomej 
H =( aoao — aj 

'laiciz — 3a| 2fai«4— a^ciz)X 


Si Ton pose 
on aura 





-t' 


S et T deslgnant les invariants du polynome X 

S = ao <24 — 4 <^3 -i- 3 al j 

T = ao<22«4-f- 2<2i a^az — al — a^al— a\ <24, 


Pour s’en assurer, il suffit de suhstituer ^ dans I’integrale da 
deuxieme membre el d’admettre Pidentite suivanle, facile a verifier 
quand le polynome X est bicarre, 



-4J^ 


en designant par 4 J le jacobien des polynomes X et H 


4J 


:X 


m 

dx 


H 


dx 
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CasparticuUer, — Ainsi on verifiera aisement que Ton a 



Cela resulte des identites 




Hh- 




(gms—1)2 


[a;(a?2-!- t)(a-2— ()]2, 


I 

4 


.m 

‘ dx 


■H 


dx 


9 m- — [ 
2 


x(x- -4- l)(x- — l). 


CHAPITRE IX. 

APPLICATIONS DIVERSES TRAIT£ES AVEC LA NOTATION 
DE M. WEIERSTRASS. 


I. — COUKBE ELASTIQUE PLAXE ET SAXS PRESSIOX. 

168. Mise en equations. — Nous avons deja traite celte question 
ail n® ISBaTaide des fonctionsde Jacobi: nous aliens la reprendre 
en nous servant des fonctions de M. "Welerstrass et nous en pre- 
parerons [’application an cas du prisme droit charge deboiit. On 
pourra, de celte facoiij comparer les deux svslemes de notations 
en les appliquant a on meme exemple. 

L’eqiiation qui donne la forme de la courbe elastiqiie dans la 
position d’equilibre contraint el qui a ete obtenue an n® 126 pent 
s’ecrire avec un changement de notation 


n) 


I 

0 


C 


Z, 

a- ’ 


G designant im coefficient positif et a la mesure d’une longueur 
que nous laisserons arbitraire. Ces constantes sont liees a la con- 
stante c employee au n° 126 par la relation 


a2 


I 

c- 


On trollvera, a la page siiivante, uii Tableau de formules que 
Ton passera a ime premiere lecture : ce Tableau donne le resume 
des formules etablies dans ce paragraphe. 
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Tableau 

DE FORMULES. {Courbe 

elastique plane et sans pj'essi 

(0 


I 

p 

2ci:, 

a~ 




d- X • A ^ • A 

= — smG- 7 - =-smO, 

ds- ds p 

(^) 


dx 

ds 

h-D, 

a- 


(3) 


m- 

V a'^ 





I p'u 


K -1 / 


a 

2 pit — 


( 3j 

(P U — e. 

)[p(tt+Wj)- 

~e.2]=:(ei — 


(6) 

(P“- 

-e2) + [p(«-t- 

- CO 2 )— e.)] = 

7 " 

-- - 0 (?i) 5 

a- 

- (S- 

— 3 — 


-e3) = [T(i^- 

l-wa)—p!t]-= 

(8) 

( 

z: + 5y_ 

a2 C / 

C2 ( 

dyy 
ds ) ’ 

(9) 


a dll 

= Gi ds^ 


(lo) et (ii) 

i dx 
a dll 

==y-3.,= 

a~ 

p H- p ( Zi H- (02 ) — 2 62 : 

(12) 

a 


• 03 - 2 ) + 21 ^ 62 ] 

H- const., 

(i3) 



(0-2 

-_}_ l l 

2 


(i4) 


a dt 

= G ds^ 


(i5) 

X 

a ~~ 



^1 — 2^2^, 



(‘ 7 ) 


a 


2 
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169. Integration par les fonctions eliiptiqnes. — La relation /i j 
pent etre consideree comme une equation differenlielie du second 
ordre de la coiirbe. Xous aliens integrer celle equation. En de- 
signant par s i’arc de la courbe compte a partir d‘une origine fixe 
el par Tangle de Ox avec la langenle supposee menee dans le 
sens qui correspond aiix arcs croissants {/ig- i 4 ; p* 184 )? on a 


dx 

= cos fj, 
as 


— — sinfi. 


De la premiere egalite Ton dediiit, par differentiation. 


puis, en remplacant sinB et ^ par leurs valeiirs. 


Cj dr 
a-'' ds 


Integrons, ce qui doniie 


as a- 


D designant nne nouvelle constante, et portons Texpression ainsi 


obtenue de dans la relation 
ds 




il vient 


170. Inversion. — En remar quant qiie le poljnome dii qua- 
trieme degre donlon veut faire Tinversion est bicarre, on est con¬ 
duit a appliquer de la facon suivante la metliode donnee an n® 157. 
Posons, en adoptant les notations dii Chap. VI, § 1, 


on sait que Ton a 

( 5 ) (P ~ -H a>o )— 62] = (^2 — ^i)(^2 ■ 


{pu — e 2 )^-[p(n-f-to.)—6.]= —2 
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et, par suite, 

(7) —4(^2 —^ 3 ) = [p(z^-+-^2) — 


a-\du) 


Pour identifier le poljnome du quatrieme degre qui forme le 
premier membre de cette egalite avec le second membre de 1 ega- 
lite (3), nous meltrons celte egalite (3) sous la forme 


( 8 ) 


(y- , Dy 

W'^cJ c^-~ c-AdsJ’ 


et il nous suffira ensuite de poser 


^ = 4 (eo— e,)(e 2 — e,), 

D 

— = ~ 3^0 — ^1 — eo-r- eg—' ^'2- 


On voit que Cs — eo et ^3 — e-i sont les raciiies d’lme equation du 
second degre dont le discriminant est 


Nous nous bornerons dans tout ce qui suit au cas de D- < 1 . On 
reconnaitaisement que cette inegalite doit etre veriflee si la courbc 
presente un point d’inflexion, comme cela a lieu pour le prismc 
droit charge debout : en effet, pour que p puisse devenir infini, il 

faut que y puisse s’annuler sans que ^ devienne ioiaginaire, 

c’est-a-dire, d’apres ( 8 ), queD-—i soit negatif. Cette hjpotliese 
correspond au premier cas du n® 126. Alors, dtantreeJ, etcy^ 
sontimaginaires conjugues; on pent prendre, comme periodes pri¬ 
mitives de la fonctionp?^, deux quantites imaginaires conjiiguees : 
nous les designons par Wj et CO 3 et nous conservons les notations 
du § I, Chap. VI. 

Ayant ainsi identifie les premiers membres des egaliles ( 7 ) 
et ( 8 ), nous avons 

± /^V__L 

a^^^du) C^\ds) 


et par suite 

(9) 


adu = C i ds. 
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en siipposaut convenabieiiient clioisi le sens dans leqiiei Fare .v 
esL compte. 

Dans i'egalile ( 2 'i remplacons ds par ^-du et p- par sa Taleur 
— 3b \ient 

, i d.r r- 

{10) _ ^ ^ Je.2 

a die a- 

et, en tenant compte de la relation (6), 

, . e dx 

(r I) - - -r- = p -s- p * w oj.-,) — 

a dll ^ ^ ■ 

On a imniediatement I’integrale dii second iiiembre et I'on troine 
oc 

(12 ) — = ilZu -s- wf'zz -s- 2 zz{?.■>] const. 

171. Nature de rargument. — Voyons comment doit varler a 

/ --7" 

pour quey' et |/ i — ( — Dj" soient Lous les deux reels. 

La relation deja etablie 

a du = a ds 

montre qiie u est necessairement imaginaire. Posons 

II = h --h 

Ii et t designaiit dcs qiiantites reeiles. 

On a troiive, en faisanl Finversion, 

et il en resulte 

I — ™ ^ j = z.'G[p(/zzYj — p(cl) 2 /z-f-zY)]. 

D’apres cela, p(o32-h A^*0 doit etre la quantile imaginaire 
conjugiiee de j3(/z on doit done avoir 

p(t02-I- A -T- zY j = p (/i — it ) 

et par suite 

/j -f. it = it:(A — zY)-l- 2 4 “ 2/z Wj, 


A. ET L. 


18 
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m et Ji designant des nonibres entiers. Si Ton prenail le signe -f-, 
h disparaitrait el t ne pourrait varier d'une maniere conlinue. En 
prenant le signe —, I'egalite devienl 

2 A -r- COo = ( Wo-CD 2 ) H- ( Wo -1- W 2 ) ; 

le premier membre etant reel, il faul que ii= m ei Ton irouve 
alors 

7 Wo 

Jl — -j_ /??t0o. 

'2 

II suffil de donner a m les Yaleiirs o el i. Pour m = o, + — 

2 

eslpuremenlimaginaire. Pour m = i^ n’esl plus puremenI 

imaginaire; mais ce cas se ramene auprecedenl, a cause de la for- 
mule 

p (-h Wo ) = p (ZZ H- to',). 

On aura done, en resume, a prendre pour a des valeurs de la 
forme 

. Wo 

{i3 ) u— - 

2 

t etanl une variable reelle. 

Remarquons de suite que Pegalile 

a du — Qi i ds 

devienl 

(i-j) adt~Cds. 


172 . Expressions deZZ7 et de jK. — Remplagons u par sa valeur 
en fonctioa de t dans les relations ( 12 ) et (4): il vient 


u >) 



r 


Wo 

~ - It 

2 


- 2 ^ 0 /, 


en supposant Taxe des y choisi de fagon que x ~ o pour t = 0 , 
puis 


(iG) 


J 

a 


W 2 

2 


tOo 

2 


•pWo 


Celle valeur de y peut s’ecrire successivemenl en se servant des 
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relations (65) el (64'i du n® 41 



a . <ja ^ 

p, in—p^ 


A, J o designant des constantes et j'd etant la valeur que prend r 

pour t = o. 


173. Intervalle dans lequel 11 suffit de faire varier — En 

tenant compte de la periodicite des fonctions de ^ qui figurent 
dans les expressions de et de j)', cherchons dans quel intervalle 
il siiffit de faire varier la variable reelle 1. 

Quand on change t en t ~ ne change pas, aiigmenie 

de la quantile constante 4 A definie parl'egalite 

(l8) €.1(0.^)= 

ou Ton a pose 

r^l = T^3=: r(t 03 ). 

II suffit de faire varier ^ de a io-r Si Ton change t en 
— t.yne change pas, x change de signe. Done si Ton faisait 
varier ^ de — a ^5 ia branche de courbe ainsi obtenue serait 

i i 

symetrique par rapport a Oy] il suffit de faire varier ^ de o a 
On pent encore restreindre cet intervalle; soient et t .2 deux 
valeurs de t ayant pour demi-somme ^ 

^ _ ^2 ^ ^ ^ _ tOo ^ ^ 

^ ‘li ~ ‘21 ” ’ 

soient X \, y\ elx^-, y-i los coordonnees des points correspondants, 
on a 

•+• .X2 = O5 h. 
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h etanl la constante 'defmie par I’egalite ( 18 ). Done, si Ton faisait 

varier ^ de 0 a — > la branche de courbe ainsi obtenue aiirait pour 

^ co' 

centre le point 0 , x=-h : il suffit de faire varier ^ do 0 a • 

Considerons les points de la courbe qui correspondent aux va- 

leiirs extremes de cet inlervalle ( o, ^ V Pour ;=-;^on o. jr = o 

\ 21 / ^ 

d'apres la formule ( 16 ) et 

X . f s 

— = j (StOs- JtUl -f* OJ2 ^2) = 

cc 


d'apres la formule (i 5 ). Ce point jp — x =■ h est le centre dont 
nous venons de constater Texistence. Ce point est en meme temps 
IIn point d’inflexioDj comme cela resulte de la formule 

r _ Cy 

p ~~ a- 

Pour ^ = 0 , on a ^ —o ely=yo. Cberclions la tangentc au 
point correspondant de la courbe. Si Ton fail ic = — -f- it dans 

les egalites ( 7 ) et (i i), elles deviennent 


(•9) 

(20) 


I dv 
a dt 




r dx 
a dt 



OJo 

2 


4 - p 


Wo . \ 


3 d?.). 


On voitque, pour t — o/^ est mil el ^ est egal a 2 {p^ ~ pco^j, 

quanlite plus grande que zero. Done la tangente est paralJelc a O.r, 
e’est-a-dire a la direction de la force elastique; de plus, comme Oy 
est un axe de sjmetrie, le point correspondant a ^=0 esl uii 
sommet. 


174. Construction de la courbe. — Supposons mainlenanl que t 
croit de o a “ • A cause de I’esalile 


C ds ~ a dt^ 
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s va constamment en croissant. L'cgaiiti^ 


•.v.i 


P' It I — n ■ 


monlrc que j* va sans cesse en decroissant: nous avons deja re- 
marque qiie r purl de Vq pour arriver a zero; il en resiiile que r,j 
esl positif et que ia vateur absolue dep* decroit constamment. 
Pour voir comment varie x reportons-nous a Pegalite (20) qiii 
dr 

donne la valeur de Puisque la valeur absolue de r va sans 

dx 

cesse en decroissant, il en est de meme de -77* Pour / = o. I a va- 

" dt 

leur de ^ est positive; pour t p* etant mil, ^ est egal 

dx 

a — 3^2. Done si Ton a est constamment positive, si 

dx 

Ton a ^2^ o, decroit constamment depuis une valeur positive 
jusqu’a une valeur negative et change une fois de signe dans Pin- 
tervaile (o, j* En faisant varier t au dehors de cet inlervalJe, 

on a des arcs de coiirbes se dediiisant dii precedent par symetrie 
par rapport kOyet par rapport a des centres sillies sur Ox ayant 
pour abscisses zb A, it: 2h^ . . ., bz nh. 

Nous pouvons maintenant reconnaitre la forme de la coiirbe en 
supposant successivement que est negatif, nul ou positif. 

Fig. 21. Fig. 22. Fig. 23 . 



Ces trois cas conduisent aiix formes des Jig. 21, 22 el 28. Dans 
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la/^. I 4 (I), p. 184 , on a represenle seulement im arc tel qae 
Tare a\bas de la fig. 21 . Dans ces nouvelles figures nous suppo- 
sons I’axe Oy horizontal. 

II. — Prisme droit charge debout. 

17o. Enonce de la question. — Une verge elastique droite, dans 
son etat naturel, est encastree verticalement a Fiine de ses extre- 
mites Mq. Uautre extremiteMi supporte un poids P. On deniande 
la forme de la verge elastique dans la position d’eqLiilibre. 

Ce probleme est iin cas particulier du precedent. Dans le cas 
actuelj il n j a pas de couple applique en M,: le moment flecliissant 

en ce point, - est done nul, p est infini; le point Mi est un point 

dnnflexion. Au meme point Mi la force elastique est directement 
opposee au poids P : elle est done verticale et diidgce de bas en 
haut. En d’apres la facon dont la tige est siipposee encastree, 
la tangente est verticale, et par suite parallMe a la force elastique. 
D'apres ce que nous avons vu n° 173, le point Mq est un sommet 
lei que a {fig. 21 , 22 , 28 ). 

On pourra done prendre les valours suivantes du parametre t : 
= 0 , pour le point Mo, 

/ r= ( 2 / 1 -}- 1 ) pour Ic point Ml, 

a designant un nombre entier et posilif. Soit I la longueur de 
Fare MqMi; puisque ds =■ on devra avoir 

/ / 9.7ZH-I Wo 

—rf- 

Ecrivons maintenant que la force dlastique est egalc et direc¬ 
tement opposee au poids P et rappelons-nous que, en mettant le 
probleme en equation, nous avons pose (n^^ 126) 

i- - 8^ - I 

c- a- B 

Nous trouvons comnie nouvelle condition 



(2) 
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car T, qiii est constant tout ie long de la fibre moj'eime du prisme, 
est ici egale a P. 

176. Nombre de solutions. — Entre les deux egaliles el (' 2 '* 
eliminons a et reraplacons C par sa valeur 



nous trouvons la condition 

(3) P/-= ! -T-i)-B e-i—ei){e.i—ez) 

qui ne depend plus que des elements elliptiqiies et des donnees 
numeriques qui definissent Texperience. La discussion de cette 
egalite nous conduira an nombre des solutions du problenie. 

Cette egalite peut s'ecrire 

4 P ^ ~ / 2 tu o \ - /- 

(-1 » 15;-7-^ = -T—^ 

B( 2 72 -T-1 j -\ ^ 

Or. nous avons vu (n"^ 138) que Ton a 




k\ etant line quantite reelie comprise entre 0 et 1 , et 0 ajant pour 
valeur 


, 1 , 


comme on ie voit en multipliantmembre a membre les expressions 
de Co — C\ et Co — du n° 138. Le deuxieme membre de Tequa- 
lion (4) est done le carre de I’expression 


2/^2 

qui est superieure a 1 , car elie croit constamment de i a cc 
quand Ay croit de o a i. D’apres cela, Fequation de condition (4) 
donne pour line seuie valeur comprise entre 0 et 1 si I’on a 

f P Z2 

^ - - > I 

B(2 7i + I)^-7 c2 ’ 



-iho 

00 bien 
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Si done “ est compris enlre ( 2 vH-i) el ( 2 V + 3), en 
faisant successivement 


n = I, 2, 


on aura v equations en A''" admeUant cliacuiie nneracine comprise 
entre o et i el, par suite, if j aura v positions d’eqiiilibre. Si 
Ton a 



< 1 , 


il n’existe plus de valeur de Ay comprise entre o et i; il ii’y a plus 
de forme d’equiiibre autre que la ligne droite. Dans ce cas, le 
prisme droit charge deboiit est en eqiiilibre stable. 


IL — CorBBE ELASTIQCE PLANE SOL’S PRESSiON NORMALE LNIFORME. 

177. Enonce et mise en equation. — 11 s’agit de trouver la 
figure d’equilibre d’une verge elastique qiii dans son etat naturel 
etait de forme rectiligneou circiilaire et qui est soiimise a Taction 
de forces definies de la facon suivante : A cbaciine des extremites 
de Felastique agissenl une force et on couple; en outre, sur 
chaque element de Tare agit une pression normale a Telement, 
contenue dans le plan de la fibre mojenne et proportionnelle a la 
longueur de Teleinenl. Pour se representer ces donnees, on pent 
considerer une chaiidiere cjlindrique et la verge decoupee dans la 
surface de cette chaudiere par deux plans perpendiculaires anx 
generatrices du cylindre et tres voisins Tun de Tautre. Ce pro- 
bleme a ete resol u par M. Maurice Levy. 

Soient Fq et Mo la force et le moment du couple qui agissent 
sur la verge a Tune de ses extremites Ao. Si Ton coupait Telastiquc 
en Tun de ses points A il faudrait, pour maintenir Tequilibre, intro- 
duire une force et un couple. Soient F la force et M le moment 
du couple. Pour definir avec precision la pression sur un element 
d’arc, Comptons sur la courbe Tare s a partir d’une origine fixe 
dans un sens determine et rapportons la courbe a deux axes rectan- 
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giilaires Ox el Oj'. Soient Tare qiii correspond a on poml A, 
de la courbe, dsi im element d'arc compte a partir de ee poinL 
7 ,i I’angle que fait Ox avec la tangente en As. celte tangente etant 
menee dans le sens oii Fare va en croissant. 

La pression qiii s’exerce siir Feiemenl dsi a pour intensite p r/.s,, 
p designant line constante : nous ia regarderons coiiime positive 

lorsqu’elle s'exerce dans le sens y.i-r-~de sorte que ses projec¬ 
tions surles deux axes sont 


ou bien 
oil bien 


p dsi cos ( a. — j j p dsi sin (7.1— ~ | ? 

\ 2 / , '2/ 

— pdsi sin 7.1^ pdSyCOS^i, 

— pdvi, p dxi. 


Exprimons que les forces agissant sur Feiemeiit Ay A se font 
eqiiilibre. 

Nous ecrirons d’abord que la somme des projections des forces 
sur cliacim des deux axes esl niille. Nous avons, en designant 
par X, Y les projections de F, par Xq, celles de Fq, 


X-^Xo 
Y -i- Yy 


'"1 = 0, 


- fp dy 

- J'p dxi = o 


Ces egalites peiivent s’ecrire 
^ I Y =—p{x — a), 

en designant par y les coordonnees du point A et par a el b 
des constantes. Elies expriment que la perpendiciilaire menee en A 
a la direction de la force va passer par un point de coordonnees 
a et Z>, qiii resle fixe qiiand on fait varier la position du point A. 
Ce point se nomme centre des forces elastiques. 

Nous prendrons ce point comme nouvelie origine en trans- 
portant les axes parallelemenl a eiix-memes. Alors les projections 
de F deviennent 



et son moment par rapport au point est 

xY — jX =— r-) =. — pr^-\ 

on a alnsl Fintensite et le sens de la force F. 

Nous allons ecrire maintenant que la somme des moments par 
rapport an point O' est niille. D’apres la tlieorie de Felasticite, le 
moment M da couple qivil faut joindre a la force F pour avoir 
Faction exercee en A sur Fare Aq A est donne par la formule 



m designant un facteur constant et positif, p le rayon de courbure 
en A dans la position d’equilibre consideree, c’est-a-dlre po le 
ravon de coiirbare au point A dans la position natiirelle. 

D’aulre part, le moment de la presslon s’exercant sur Fele- 
inent ayant pour coordonnees est 

p{xi dxi-^vi dyi) 

les moments de la force et du couple correspondant an point Ao 
sont des constantes. On a done, en ecrivant que la somme des 
moments des forces appliquees a Fare Aq A est niille, 



ou, en modifiant la valeur de la constante, 

(3; f 1-h = const. 

\ ? Po / 

L’egalite resolue par rapport a ^ est de la forme 

(4) - =:4A/'2-i-4B, 

P 

A et B designant des constantes. En particiilier A = . de sorte 

que A est positif; B pent avoir un signe quelconque ; les coefficients 
numeriques ont ete mis pour simplifier Fecritiire dans les calculs 
suivants. 

Cette egalite pent etre consideree comme une equation difle- 
rentielle definissant la courbe elastique 
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8. Tableau de formules. {Courhe elastique sous presslo/i normaie 

constante.) 


:4AH 


■ ds I 


p r dr 

—Trr- 
, dO 

^ = A -7- 2 B 7-2 -i- G, d.e- = <r//'2 — d(r\ 

r / <://•- \ 

='■^-(A7•»-^2B7•2^-G)^ 
f/0 A7'S-^2B7-2-|-C 


ds 


r- 

I p'i£ —p'o 


^ —= a[p!‘-P‘'][p(« 4-r)-pr], 

I 3pp =[p„_pp] + 

) Z - ( 32 _^ 3 j 3 ,.) 2 _ 2(p"v — 2:p'l^} = [p(7—p(7t _ (■ )]2 
) 2(jy'p — ~ 


J) ::::= 


p P 


B 


opp = 


B 2 _ \c 


i6A ^ " o.A' A 

on supposera o <i9 pf’>ei, p'p<o, p"r;:^o. 

) r^--~ (Ar’^ B 7 * 2 h- G)-^ — [pu —p(u-^ p j]^: 


da = 


I ds 
•ip'p’ 


dll I ’ 


A r'' H- 2B /•--+- G — [p ii — p p] H- [p( z£ -1- p ) — p p], 
. d\) p 4 ’ p'p 

du ' pu — pp p(tt + (7) —pp 
.d(i 


da 


Uu^ C ( 7£ ““ P ) — 2 ^ P 

^(££+2P)— t{^u) — 2^P, 


7£ =-— £G 

2 




^0 i[.Jv 
dt 
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•179. Integration par les fonctions elliptiqnes. — Nous a lions 
d'abord elablir une formiile donnant le rajon de coiirbure d’une 
coiirbe defmie en coordonnees polaires 



r dr 


On a, en effet, en designant par a Tangle de la tangente avec 
Ox : 


7-2 clO = X dy — y dx^ 


ds V ds 


r- -j^ ~ oc sin a —y cos a, 

^ . - di f dx dy\ r dr i 


Oil enfin 



D’apres cette formule, Tequation differenlielle de 


peuL s’ecrire 

( G) 





— 2 A. r- -t- 2 B. 


la courbe 


En integrant et en designant par C une nouvelle cons tan te 

( 7 ) ~ = A 7’^ -H 2 B 7’2 -i- C. 

ds 

En elevant au carre les deux membres de cette egalite ( 7 ) et 
en nous servant de la formule 

ds- = dr--y- r- i/0-, 

nous pourrons eliminer f/9. Nous troiiverons ainsi Tequation 

( 8 ) 

qui definit comme fonction elliptique de Tare s. L’angle 9 est 
en suite determine par la formule 

d^ _ Ar^H- 2B7'2 4- G 

ds ~~ r- 


(9) 



applications diyerses. 

On defmitainsi les coordonnees polaires;- el ^ d'un point de la 
courbe en fonclion de la variable 5 . Le calcul effectif cst dii i 
H alp lie a. 


180. Inversion. On a vii, en etiidianl 1 inversion Tn'* loT >, 
qiie si Ton pose 

(lo) 

2 pa — pt^ 

on a 

i P""'-—cj-pr], 
de sorLe qoe 

(12) Z =(^2-~3jDP) 2~2(J1%' — 2^J3^’) = [pi4 -p( n — C)J2, 

et par suite ^ et [/Z s’exprinient en fonction imiforme de a. 

Si I’on pose 

(13) 2(p"i’ — 2^p'p)= r^, 
le polynome Z se ramene a la forme 


2B'7'--i- C')~~ /•-, 

et pour identifier ce poljnome en /*- avee cekii qui donne 
— 7 i (^7) SLiffit de poser 

A'=:A, B'=B, C'=G. 


Le calcul n’offre aucune difficulte el i’on troave 


P 


iGjf^r 


Sp'U^ 


P ] 
2p'i'J 


~ 3pr, 


oiij en rcsolvant par rapport a joc, pV, jd^c, 


(i4) 


P -t' ^ 


I 

7^’ 


P “ 


2 A ' 


opr : 


B’--AC 


Si, clans les relations qniexistent entre J3c, v et p'k’, on rem- 
place ces quantiles par leurs valeiirs tirees de (i4) on aura g. elga- 
Nous supposerons les donnees choisies de fagon qiie le discrimi¬ 
nant soil posilif; les valeurs de pc et de p’v' sontreelles puisque A 
est posilif et Ton peut arbilrairement choisir le signe de p^p. Nous 
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examicerons seulemeiil ie cas ou 9 satisfait a la condition 

O < < to, 

de sorte que Ton a 

pv>ei, p"p>o. 

Les elements elliptiqiies etant ainsi fixes, on a, en tenant compte 
des ^alites (i 2 ), (i3) ct ( 10 ), 

(r5) —('A/'^ — G)- = — — P(« 

11 en resulte 


Mais le premier membre est egal a 7 d’apres requalion dif- 

ferentielle de la coarbe (eq. 8 ): le second membre, d’apres la re¬ 


lation (i3), est egal a 


_ 

\ dll J i6p'-{; 


; on a done 


, V j ids 

( 16) du = - 

Cette egalite montre comment est liee a Tare .9 la variable u que 
nous allons garder comme variable independante. 

Nous avons dejar- en fonction de z^aiimoycn des relations (i3) 
et (ii),* pour avoir 6 il suffit de remplacer /•- par sa vaicur en 
(bnction de ii dans le second membre de Tequation ( 9 ), e’est-a-dire 
dans 

A r '* 9. B -u C 


On a d’abord, en tenant compte des relations (i3) ct (i 4 ), 

puis, en se servant de I’une des relations ( 11 ), 

(17) Ar+-T- G = (p — pt;) 

11 est facile inaintenant d’obtenir en fonction de u I’expression 



ue on crouve siiccessivement 


< iS j 


2 L clh 
j'’r du 
.d^ 

■II =Z 


: PU ~ p i’ i — [ p i U— V p i- ] 

I p — p r M |j! « — r i __ jj I* j • 

_ VJ' , V‘^' 


dll pif—pr ■ J 3 i — r i—j)r’ 

ouj d'apres la formule du n° 4 -i 


< 19 ) 


. f/0 . 

— — srt’ -r-w ™ ar I — — ‘irr. 


Nous avons ainsi et ^ en fonction de u. Pieunissons ici les 
deux equations correspondantes, en appelant E line constaote : 


I 7‘2=: 4('p ll-pv)[p{U—d)--pvl 

i ) \ « - ft f, , , V J 7/ rf U — t’ I 

J e-b,) . 


f/u 


^! 77 -r- I' } C:' ( 77 ~ *2 r I 


2 ] > ’ t' 


181 . Nature des arguments. — L'expression (16) de du rn 
fonction de c/^smontre qiie a est certainement iniaginaire. D'autre 
part, pour que 7 '- soil reel, il faut que les deux facteurs dont le 
prodiiit donne r- soient 011 to us deux reels 011 tons deux ima- 
ginaires conjugues; voyons s’ils peuvent etre reels. Si une valeiu* 
imaginaire de u rend p 77 reel, elle est, a des periodes pres, de la 
forme ix 011 cu + ix^ x etant une valeiir reelle; mais les valeurs de 
cette forme ne rendent pas reel p(77 e); elles sont done a rejetcr. 
11 reste a exprimer que p 77 et p( 77 -f-sont imaginaires conjugues. 
Soit u = a-\- bi. D’apres la formule d’addition donnee (n*" io) 
pour la fonction J377, les deux valeurs p(a-f- bi) et p(a — bi) 
sont imaginaires conjuguees : il faut done que Ton ait 

Z 7 -f- p ~dz(a — ^7) -7- 2 m to — 2 n io\ 

m et 71 designant des nombres entiers, et en egalant les parties 
reelles dans les deux membres 


<2 -f- P = dz a 2 777 to. 

On ne peut pas prendre le signe + puisque p n’est pas un multiple 
de 2(o; il faut done que Ton ait 


■\a t. — 
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ce qiii donne 

C’ ' (•' 

a = -ou a — -hco. 

2 2 


Nous examinerons seulemenL le premier cas et nous poserons 

p 

(211 U — - if ^ 

2 

t etanl line variable reelle; de sorte que Ton aura 

du = ■— i dt^ 


el coinme on a trouve (eq. i6) 


on a aussi 


, i ds 

dll — —, 5 

2p P 


dt =- r- ds, 

2p P 


p'(’ elant negatif, dt a le ineme signe que ds. 


182. Intervalle dans lequel 11 suffit de faire varier t. — La 
premiere des fornniles ( 20 ) montre que /'- ne change pas quand 

on change u en a-h 20 )^ 011 bien ^ en ^ -i- 2.^ • D’autre r 3 art ~ est 

line fonction ralionnelle de /•-; il en est de meme pour II cn 
resuUe que, pour ime valeur donnee de dt.^ la valeur de c/9 ne 
change pas quand on change ^ en t el, par suite, que Fac- 

crolssement de 9 est le meme quand on fail varier if de o a C, ou 
bien de — a -j —[-L • Si done on a conslruil la branche de courbe 
oblenue en faisant varier ^ de 0 a ^ et si on la fail tourner d’un 
angle egal a Tangle des rajons exlremes, on aura la branche de la 
courbe decrite quand t varie de — a —• 

L i 

D apres cela, il suffit de faire varier t de o a -2-; mais on peuL 
reslreindre cet intervalle En faisant t< = —dans Tex- 
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pression cle r- oq trouve 

(2-2) i_ = j^pi L _ /.j _pi.J|^p( L _,v 

et Ton verifie aiseiiient que r- prend les memes valeurs pour 

03 y 03 7 

— -j- -T- Ji et pour 1 - 2 = -j — k. 

D’autre part, pour iin meme accroissement dli les accroisse- 
ments dti el dt 2 sont de signes contraires; les accroissements 
correspondants dh^ et dh 2 sont egaux et de signes contraires 

puisque ^ ne depend de t que par Idnlerniediaire de /*-. Done 

les accroissements que prend ^, quand on fai t varier / de ^ a % — !i 

puis de y a Y — sont egaux et de signes contraires. La coiirbe 

est symetrique par rapport au rayon qui correspond a / = Y’ 

suffit de fai re varier ^ de o a 


183. Variation de— En tenant compte de la relation iV]; 
elitre et on a 


da 


ou bien 


-4p ^ 

dr- 

dll 


dz , , <:/ / I p « — p r . 

4 p r -7- ( - - - — 5 

" 1 p ii — ]) r / 


—P“], 


et, comme on a pose u : 


• It. 


dt 




Cherchons les valeurs de t qui anniilent le second membre. Pour 
Tune de ces valeurs, on doit avoir, a des periodes pres, 


p . , / p . \ 

-h = zn (- Uu 


Le signe — est a rejeter, puisque p n’est pas un multiple des 
periodes, et par suite 


= 2 03 -T- 2 /I 03 , 


A. ET L. 
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m et n designaiii des nombres entiers. Commc it est pnremenl 
imaginaire 

it = Tiw'; 


les seales valeurs de t appartenant a rinlervalle 7) 

nulent ^ sont done les valeurs extremes. 
at 

Pour reconnaifre celle de ces valeurs qui correspond a im maxi¬ 
mum, prenons la derivee seconde 


dt- 




Pour / = 0, le second membre sereduita — il estnegalif 

puisque (’ et - etant compris entre 0 et to, et p'- sonl tons les 
deux negatifs; e’est done ?”0 qui correspond au maximum. 
/•- decroit constamment quand ^varie de 0 a y* Nous designerons 
par rj et /q les valeurs de r- qui correspondent a^^oeta/^y- 

184 . Variation de Tangle polaire. — Dans la formule 

~ = A. ?'’* -t- 2 B _j_ Q ^ 


remplacons ds par — 2p'r di, elle devient 


[ 

2]yo 


.2^ 

dt 


= A -h 2 B /•- G ; 


le trinome Ar'* +• H- C a ses racines reelles, puisque, d’apres 
Tune des relations (i 4 ), AC —B- est du signe dc pc et que p(’ 
est positif. Voyons d’abord combien ce trinome a de racines com¬ 
prises entre et /q. 

L’egalite (17), ou Ton remplace u par ^ 7. ii^ devient 


A 7 '^ -h 2 B r 2 -f- G — p p — 2 p p. 



APPLICATIONS DIYEPiSES. 




Eri V faisant successive 


■emenl / o puis t. 


on Irouvc 


A }'l B rj -r- C — 2 I p ~ — pr I. 

Ar; —2B7-f—C = ^ —pi- . 

La difference j) - — jdv est positive, piiisqoe pii decroit, quaod 

ii croit de 0 a oj; la difference J3( ~ — to'| — j3r est negative, 

puisqiie p{'^- -f~ co'j est compris entre e.> et el qiie jor est plus 

grand qiie e^. Done /*■ et /q comprennent ime seule racine du 
Irinome. 

Quand t varie de o a y? /•- decroit constammenl de /q a /q. 
“ change une seule fois de signe. Coinme A esl positif et j3’r ne- 
galifj on voil que Ton a 


/cm 

0 


eo designant par j 


^ at! 1 


et ( les valeurs de^qui correspondent 


a^ = oeta^ = 


O) 

i 


18 o. Angle des rayons allant a deux sommets consecutifs. — ii 
nous sera utile, pour etudier la forme de la courbe, de connaitre 
Tangle des rayons correspondant aux valeurs extremes de Tinter- 

valle (^o, yj dans lequel nous faisons varier t] cel angle est la 

inoitie de Taccroissement que prend 6 quand t varie de o 


Nous allons faire le calcul en siipposant que t varie de --- 


r/0 


Dans la formule (19) qiii donne ^5 faisons u = 


It 


cl clu = — Lclt\ nous obtenons, en tenant compte de ce que 
est une fonction impaire 


( ‘23 ) 






2 


- it 





Faisons maintenant varier t de io et designons par 

I’accroissement de 9, nous aurons 


( 24 j 




20)' 


ch 


dt. 


Le second membre se simplifie beauconp, si Ton se sert d’ni 
formiile a laquelle nous serons conduits en cherchant a evalu 
une integrate de la forme 


( 


-h it) di^ 


a etant une qnantite reelle telle que Ton ait 

o < a < ‘2 w. 

i a fonction sous le sigiie sonime est la dcrivee do 

■j Log o'(<2 -i- it)] 

riotegrale definie est 

r „ ^{ Cl H— itQ 2 co^) 

- Log- - - - - 

L ^ a^(a-f-iYo) 

D’apres la relation (22) du n*' 21 on a 


el, par suite, 


d{a-i- itQ-^2 to') 
a'(a-f- ito) 




, O'fa-f- iVo-h 2 w') 

w')-(-(9./i H- 1 ) tTt, 


n iUnl un nombre entier qui n’est pas determine par ie calci 
precedent. On en conclut 
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Dans celte egalile cliangeoii 
el “ sont reels, il vient 




i en — i cn reniarquani que — 


•>6 I 


f ‘ Ua- 


■ it } at ==■ — T- a ~i ‘2/2 —- I l~ -f iL, — OJ 

I ' I ‘ 


puis ajoutons meiiibre a membre les eg-alites ei ( 26 q nous 
obtenons la formule qirii s’agissait d'eiablir 


I r'” T or' 

(^ 17 .) - f [^(a -4- ^ 


a —I 2/2 — I ‘t:. 


Mais il reste a determiner le nombre entier n. Celle determina¬ 
tion est facile quand a = to. En effel la fonction sous le signe 
somme est egale a 

pVt 

- - -^- - 2 ^a: 

p^aj—p^iti 

pour 27 “CO, elle se reduit a 2!Ico, c’est-a-dire a 2 t,; regabte prece- 
dente devient 

o 

( r^Cfj — WTj j = (2 /z -h I jT:, 


el Ton en conclut n = 0. Mais quand a varie d'une maniere con¬ 
tinue entre o et 2to, le second membre de Fegalite (27) varie 
dmne maniere continue, n ne pent changer. Done // = o pour 
touLe valeur de a comprise entre 0 et 2(o, et par suite Ton a 


(28; 




/ [?(«- 


it) — it)\ dt = ■ 

o < <2 < 2 cu. 


En appliquantla formule precedente a chaciine des deux inte- 
grales qui figurent dans Texpression de nous Irouverons enfin 

til ~ 7: — ? (tu'^r — cr/j. 

Cette egalite va nous permettre de trouver le signe de A. 

Remarquons que, pour p = to, A est nul a cause de la relation 
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YjOJ coy/ = — 

de 0 a w. On a 


puis cherclions comment varie i quand croit 


ch 


2 / / I ^ \ . 

= ^(tO J3P-t-'/] ), 


cette derivee decroit constaminent quand croit de o a co; pour 
i' = CO elle est egale a 

j(eiio'-h '/]'). 


Or nous avons trouve (n*^ 99 ) 


eiO)'-}- r‘ 




^0 = 


—/'TT 

e 


(0 

(»)' 


/I = I, 0 , 0 , .. 

et Ton voit que I’on a 

Done ^ esl positive pour c = w et comme e’est une fonction 

decroissante dans I’intervalle (o, co), elle est constaminent positive 
dans cet intervalle. II en resulte que ^ croit quand croit de o 
a 0), et comme A s’annule pour = ca, on a 


(l;<o, quand o < p < co. 

Si nous comparons maintenant le signe de i ct celui de 
nous voyons que, quand t croit de o a —I’angie 9 commence par 
croitre mais que sa variation totale est negative. Nous avons 
trouve d’autre part que-^ s’annule en cliangeant de signe pour 
une valeur et une seule de rintervalle soit cette valeur; 

la discussion pent se resumer ainsi : 

t croissant de o a 6 va constammenten croissant; pour / — l' 

le rayon vecteur est tangent a la courbe; t croissant de t' a-^? 
Tangle 9 decroit plus qu’il ne s’etait accru quant t variait de o a t'. 


186 . Signe du rayon de courbure- — On a trouve en commen- 
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rani I'eq. 4; Tegalile 


= lAr-- iB, 


le second membre est egal a deux fois la derivee prise par rapporl 
a 7‘- da Irinome A/-‘— 2 B/*-- 7 -C, el d*aulre part il resulte des 
caiciils fails pour Finversion [formules (idui'ij; el. i i'<] rpie Ton 

a en menie temps 

r-^= 2! ])"(' ~ 2^p'r * 

cL 

Ar*-T- C = ‘Jpr. 

Derivons par rapport a /*- les deux membres de la dernitn’e egalite 
Ar 2 — B : 


’ dr- ~ 4pV' 


On en deduit, cn remplacant par sa valeiir no) en fonction 
de u, 

1 __ I p'z/ — ]/(' 

0 2 jJ i’ ]■) U - J3 V 

Voyons comment varie le signe de p qiiand t varie de <> a 20/. 
/•- va sans cesse en decroissant, A;*--!- B ne pent s'annuier qiFune 
fois; il nous suffira done d’avoir les signes des valeurs de 7 pour 

/ =: o et pour t = nous designerons ces valeurs par ~ et--; 

^ po pi 

pour ; = o 

„=_V r = 

2’ po ^ apA" 


pour t 




- X 


pi / ^ > 

PU-^" —P‘' 


2p r 


Les valeurs de ~ et de — peuvent se simplifier si Fon se sert 
po pi ^ ^ 

de la relation 

p'Ui pZ^i —p(2Mi) ’ 
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qiie Ton deduit de la formule d’addilion 


a — _ p'li r'( u -h lii) ^ 

pLl —piii p w — -+■ 


faisanl tendre u vers U\. Al’aide de cette relatioiij oa ol: 




U 


-p 


r eUant compris entre o et co, p'e et ^ sent negatifs, p''" - pc 
done on a deja 


D’autre part, 4- etant positif, est de signe contr 


p - -f~co . 


Cette quanlite pent s’obtenlr en substituant p(- ~h co^j d? 
polynome da second degre en p 


12{puP—S-., 


et Ton trouve aisement que Ton aura 


- 1 - 0 )' <0 


si c; satisfait a I’inegalite 


Mais on pent poser 




p ( a 4- 0)'), 


a etant une quantite reelle comprise entre o et - {voir p. i o3, 
I’in^galite ( 3 o) pent alors s’ecrire 


^V2 ^ j > P(^ 
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2f,7 

et comme p(u -f-co') croit conslamment (|uand n croii de n a to, 
elle peut etre remplacee par la condilion 


r 

‘1 


> a. 


II faut donCj quand on etudie le signe de la courLore, dislinguer 
les deux cas siiivants, en reniarquant qiie (a — to'? designe 
Tabscisse da pointieplusIiaut deFovale dans la cubique x — pii, 

r = p^u : 

o < V < 2 a 



2 <7 < r < t-j 


I 


.'ll 


1 


.■"1 


• o. 


II se produit une inflexion de la figure d'eqiiilibre quand r passe 
en decroissant par la valeur 2a et il est facile de voir que Fin- 

flexion se produit au point donne par a ^ = En eiTel, la va¬ 
leur correspondante de u est 

r , , 

-to = — a — to, 

*2 

et la valeur correspondante de la fonction ja, savoir 

p(a-~ to'), 

est, d'apres la definition meme de a, racine de de sorte 

que ^ est egal a zero, dans le cas particulier r — 2a, 


187 . Forme de la courbe. — Nous avons suppose que v satis- 
faitala condition o<;r<C<u et, dans Fetiide de la courbure, nous 
avons ete conduits a distinguer deux cas suivant que Fon a 

V 2a ou V > aa. 

Dans les deux cas, t croissant de 0 a Fare s va conslamment 

’ I 
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en croissant, le rayon vecLeur va constamment en decroissant et 
ies rayons extremes correspondent le premier a un maximum et Ic 
second a un minimum; Tangle 9 commence par croitre jusqu’a unc 
valeiir T, pour laquelle le rayon vecteur est tangent a la courbe, 
puls decroit jusqu’a une valenr initiale. 

Pour ce qui regarde la coiirbure, si >> 2a la courburc est 

constamment positive, Tangle a correspond au sens dans lequel 5* 
croit; e’est precisement le sens dans lequel I’arc de courbe est 

deceit quand t varie de o a y; le rayon de conrbure est compte a 
partir de la courbe dans le sens a -h • 

Si v<i‘ia il V a une inflexion et si r difFere pen de 2 a le 
point d'inflexion est dans le voisinage du sommet qui correspond 

X , co' 

a ^ = -T- • 

I 

On a alors Ies deux formes de la courbe, representdes par les 
fig, 24 et 25 , dont la premiere correspond a 2 a el h deuxieme 
a r<2<:/. On a represente par un trait plus fort Tare dccrit 

([uand t varie de o a y? on a marque par une grande fleclic le sens 

delapression norniale, etTona trace aux points a ct h des flcclics 
dont le sens indique la direction de la reaction exercee par la 
verge. Ce sens est oppose a celni de la force exterieurc qu’il fau- 
drait appliquer pour maintenir Tequilibre (IIalphejx, p. 220). 



Sens de la pression norniale, — En mettant le problcmc en 
equation nous avons suppose la pression comptee dans Ic sens 

ct • elle est done du cote de la convexite dans le voisinage du 
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rayon maximum el, s'ii y a iotlexioii, tin rule de la coiica\ile dan- 

le voisinage du rayon iiiiiiimiim. 

IV. — Surfaces homofocales. Coordon.nees ellipt!ques. 

188 . Surfaces Iiomofocales a un ellipsoide et passant par un 
point donne* — Etanl donnes trois axes reclangiilaires Oj.\ Or. 
Oz, on appeiie surfaces Iiomofocales a un ellipsoide 

. 7*2 y 2 -2 ^ 

a- b- c- 

ies surfaces representees par Tequation 

X- . . 1 '- . . 3 - _ 

a - — .!> b- — s c- — .!>■ 

dans laquelle s designe un paranieire variable. 

Si Ton considere celles de ces surfaces qiii passent par im point 
donne zf) on a, pour determiner les valeurs correspon- 

dantes du paranieire . 9 , Pequalion 

a-—s b-—s c- — 6 - 

Les racines de ceUe equation se separenl aisement cii subsli- 
tuant dans le premier membre des nombres voisins de a-, b-. c- 
et des nombres Ires grands en valeur absolue. Les signes des re- 
sultals de la substitution et les places des racines sont incliques 
par le Tableau suivant, dans lequel s designe un nombre positif et 
Ires petit : 

a~ < < e-. 



— CC : : c-~-t c-~ 

- 3 

-4- X 

Signes .... 
Racines... 

k [J. V 

- 

~ 


11 y a done trois surfaces Iiomofocales a I’eUipsojde et passant 
par le point P. La racine donne im ellipsoide reel, la racine a 
an hyperboloide a une nappe, la racine v un hyperboloide a deux 
nappes. 
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Les irois surfaces homofocales a Tellipsoide qiii passent par iin 
poiat donne se coupent ortliogonalement en ce point. 

Soil P(x, r, Z-) le point donne, les normales aux deux sur¬ 
faces A et [A qul passent par ce point ont des cosinus directeurs 
proportionnels a 

r y __ ^ 

— b- —A' c-—)v 

X y ^ ^ 

a- — \x' A- — [x c~ — [x 

La condition pour qne ces normales soient perpendiculaires est 
^ r- _ . _ f! _o. 

i ~ IJL) ‘ (A-i-(c‘^—IJ.) 

Or, en retrancliant membre a membre les deux egalites 



et en supprimant le facteur — p., on trouve la condition qu’il 
s’agissait de verifier. Done les deux surfaces et p. se coupent 
orthogonalement au point P. On pent repeter le meme raisonne- 
ment pour les surfaces 1 et v, on p. et v. 

La proposition est done demontree. 

189 . Coordonnees elliptiques. — On pent determiner un point P 
de I’espace en se donnant les valeurs Ij p,, v des parametres des 
trois surfaces qui sont homofocales a Pellipsoide donne et qui 
passent par ce point; A, p, v se nomment les coordonnees ellip- 
tiqiies du point P. Nous avons deja vu comment s’obtient I’equa- 
tion qui donne A, p, v quand r, ^ sont donnes. Calculous 
maintenant x, y, z en supposant 1, p, v donnes. 

Dans Pidentite 

JK- , _ (s-~l)(s— ix)(s — v) 

a- — s ‘ b-—s ^ C'—s (a-—-s )(6-—5j(c-— 5 )’ 

cliassons les denominateurs et faisons tendre s successivement 
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vers cr^ h-, c- : nous Iroiiverons 


' a- — A . — u « 


•a -•' a -— c~ 


. ijl. 


■ b- -- a- . b- — c~ ) 


( c -— A ii €-~ 


i c*-— a- f< c-— b-} 


190 . Longueur d’un arc infiniment petit. — Prenons les derives 
logarillimiques des deux membres des forniiiles ci-dessiis 


dx d'h 


X A -££- *1 ■ 


dy __ c/a 
r A — b- 


dz dl 


a- V — a- 


b-^ • 


A — C- 'X — C- 


eL portons les valeiirs de dx, dy^ dz ainsi obtenues dans la formub 


ds- ~ dx~ — dy- y- dz-, 


nous obuendrons Texpression de ds- en coordoniiees ellipUc|iic:; 


ds- = L~ dl-M- d'x- — d'd, 


L-, par exemple, etant deliiiie par i'egalite 


(a- —1)-{b-~-l)- ‘ (C-—1)- 


La valeur de 4 ^“ s'obtient en prenant les derivees par rappori 
a s des deux membres de ridentite 


X- y- -3- _ ^ — 1)(s — ;a )(.S' — V ) 

a- —s ‘ b-—s c~-~s {a- — s){b- — s){c- — s 


et en faisant ensuite s — on Lrouve ainsi 


/ L2 = (X — ;a)(X — v) ^ 


On a done la form ale 


(X-^ja)(X-v) 


{ai—l){b^-—l){&^ — l) 
(ix— l)(ix—v) 


fv —X)rv - ix) 


{ a -^— — [a)(c2 — ja) ‘ (a2~ v)(6^- v; 
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191 . Les coordonnees a, ia, v remplacees par des arguments ellip- 
tiques. Les coordonnees cartesiennes s'expriment par desfonctions 
uniformes de ces arguments, — Les valears de z en fonc- 

lion de A, a, v conLiennent des quantiles irralionnelles par rapport 
a A, v; ce sont les valeurs que prennent les radicaux 

sJor—S^ b- - 5 , C -— 6 ', 

qiiand on jrempiace s par A, a on v. Mais nous savons que, si Ton 
considere une fonction et les quantiles eo, correspon- 
dantes, cliacon des radicaux 

pent etre remplace par une fonction uniformc. Nous sommcs ainsi 
conduits a faire le cliangement de variable 

— 5 = A j:) u -'r- B, 

ce qui donne 

s — A(p’j — <22), 

= A(J 3 ’J — 63), 

cn posanl 

-I- B = — A e 1, 

A - -i- B = — A e 2 5 
c 2 _,-B=-Ae 3 : 

en ajoutant membre a membre ces dernieres egalil.cs on irouvc 
regalite suivante qui determine B 

62 -j- c^-r- 3 B = 0; 

B elant connu, e^, sont determines, a un facLeur pj‘cs dc 

proportionnalile et les valeurs des invariants et ^-3 en rcsultent. 
A reste indelermine; nous siipposerons A positif et nous le rcm- 
placerons par 0- pour que Fccriture soil simplifiee quand nous 
extrairons les racines. 

En definitive, les invariants de la fonction jou resultant des ega- 
lites 



^2 _j_ ^2 qI 

— 

3 


a2-J- c2 

- 62, 

3 

p-^3 = 

a2-t- ^2_|_ Q-l 

/^2 • 

3 

~ C-, 



on a 





Remarqiions de suite qiie <?}, e.i. e-^ etant reels nous sommi 
dans le cas du discriminant positif. 

SoienL a, i\ ir des arg-umeiits lels qiie p//, pe. pci' soieol 1< 
valeiirs de pu qiiand s egale o., v: comme les signes de 

JVJ —ei, -e.. JV^ —e.: 

se deduisent immediatement des signes de 

- 5, h' -.*?. €•' — .s'. 

on trouve aisement que les nombres 

pzo ei. }H\ e. 2 , per, e-j 

sont ranges par ordre de grandeur decroissanle. D'apres eela 
et iv — co' soul reels, r — co esl puremenL imaginaire. 

Ce sont ces arguments tT' que nous vouions considerer 
la place de A, u, v. 

Transformons les formules qui donnent x-, j'-, en inlrc 
duisant ces arguments elliptiques : elles deviennenl 

" {ei— e.2)(ei— e-^) 

ryi y2 = (P — eo)(p<^ —g2Hpu^ — gfi ) ^ 

(eo—ei)i eo—eaj 

o 2 -2 ^ rp u~e-^)(p r —eajfpcr — eg) ^ 

" " (^3— ei)( e3— e.2) 

On pent maintenant extraire les racines en se servant des foi 


mules du 48 : on trouve 



, „ icif, r o'] iv 


1 

-r^w 

px = J ., 

^ u o' 

A — 6 

O'Ct), 



1 

-T/'CO" 

a'.y ii 0'.^ r :^o tr 

B = r 

o'w 

= B’- - j ., 

to'^ = Ct) -f- ti)', 

t/' = 

^, G'a (j'o r^3 cr 

_ 

1 . , 

^ (a U:j^Cy w 

C = e 

- G^CO 
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Quand on cliaBge le signe de Fun des arguments a, (v les 
trois coordonnees y, ^ changcnt de slgne, le point P est rem- 
place par son symetrique par rapport a Forigine. 

Les formules {voir n° 48 ) 

( Zi — 2 W>. ) __ O'), It 

( zz:-r-2 CO>J u 

O')/ZZ -r-2tt) u.) ^ 
j'(ZZ-^2Wp,) ':iu 

oil Fon suppose 

COj: •= (Oj OJ2=W-f-w', 0 )', 

montreot qiie, quand on ajoute une periodeaFun des arguments, 
on remplace le point P par son symetrique par rapport a Fun 
des axes. 


( — ^ ^^ 5 

) 


y. — Application a la theorie de la ciialeur. 


192. Les surfaces homofocales a uu ellipsoide sent des surfaces 
isothermes. CLacun des arguments zz, p, tp est un param^tre tLer- 
mometrique. — Si Fon considere les points d’un espace en equi- 
libre de temperature, pour chaque point la temperature T est une 
fonction des coordonnees de ce point et Fon demontre que cette 
fonction verifie Fequation differentielle 






Ox- 






o. 


On dit que les surfaces d’lme famille sont des surfaces iso- 
lliermes si la temperature est la meme en tons les points de Fune 
de ces surfaces et ne depend, par consequent, que du parametre 
qui determine cette surface. 

II est facile de trouver la condition pour qu’une famillc de 
surfaces representees par Fequation 


o{x, y, z) = X, 

dans laquelle 1 designe un parametre variable, soit composee de 
surfaces isothermes. En effet, si cela alien, la temperature T ne 
depend des coordonnees x, y, z que par Fintermddiaire de X. 
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CalcLilons d’apres ceUe remarqiie les derlvees deT pour les porter 

dans Peqaalion AT = o 


eT __ ijK 
ox >Jl ax ^ 

d-T a~T /oa'',- a-/. 

0a~ I dx I ’ a A ax- ’ 


AT = 


dl-^ 


Ox- (Ja- \dxJ 
\ox/ \avj \()z/ 


OA OX~ 

c)T / (f- \ 

~ \ 


a- A d- A ' 

Ox- ‘ Ov- oz- . 


Comme AT = o, on doit avoir 


(11 


6*-A 

Ox- 


0-A 

fiy’^ 


i-'Y- 

\<Jx) 


(-) - 

\ a' J 


i~Y 

oz] 


fPT 

OA'^ 

OA 


Ainsi la comLinaison des derivees de a qui est dans ie premier 
membre doit etre une fonction de 1 que nous appellerons AO. i. 

Si celte condition esL salisfaile. pour calculer T il siiffira d'in- 
tegrer Fequation 




OA^ 

oT 


Appliquons ce qui precede aux surfaces 

a- — l' b -—A ‘ c-—A 1 — o- 

Nous poserons 


^Hs) 


r- 


a~ — 6‘ b- — s C-— s 
j'(^s) = (a- ~ s)( b- — s)( c~—s). 


Calculons d’abord 


^ 0 A\‘^ 


dlV- /dlY 


Y-V- 

^dxj ' \f\v] ' \0:;J 

Ea differentianl par rapport a x la relation (3) qui definit A 
on fonction de x,y, 3, on trouve 

d). ix 


( 1 ) 




y- 


-ly-^ ' VC 




Ox a- — X 


== o, 


A. ET L. 


20 
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dx a- — X 


et de meme 


.d\ 9 .r 




ojs c- — X 


On tire de la 


( 5 ) 




dly 4 


d-\ • ‘ 

Pour avoir ^ difFerentions par rapport a ^ la relation (4 


definit nous trouverons 
dx 




dX 


OLi, en remplacant ^ par sa valeiir, 




et de meme 
— <I>'(X} 


d^X 

Sx^- i 



d ^2 

(« 2 — X)^ 'i*'(X) 

/ ' a 2 - X 

d^X 

, 87 - I 

/ . / dX'" 
— ( — 


W- 

■ (d2_X)3<I>'(X) 

1 ^ b^--l 

d^X 

8^’- I 

--o-yj; 


dz^- 

(C^— X)3 <I.'(X} 

' ^ c-^-X 


Si nous ajoiitons membre a niembrc ces trois idcntiles 
ternies dii milieu disparaissent el il vient 


(G) 


c|>^(X) 


d-X d-X d-X 
dx- dy- dz^ 


rr(X) 

y\x) ’ 


et comme nous avons deja Lroiive 


on a en definitive 



dy^ dy- 
dXV /dX\2 




fa) 

■->au ’ 


( 7 ) 
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ie second membre est une fonciion de a; les surfaces 

A = const. 


sont des surfaces isothermes. 

On peuL alors determiner ime fonction de a 

U = 'li A 

de telle facon qiie \ u = o. Pour avoir celte fonction qiie Lame 
appeiie le parametre thermometriqiiej nous avons a integrer 
I'equation 

d- u 

____ fil i 
dll 2 fi A ) 

dh 

En integrant une premiere fois el en passant des logaritlinies 
aux nombres, on troiive 


i 8 ) 


du _ i p 


en designant le facleur constant dii second membre par ^ pour 

simplifier recriture dans ce qui suit. Remplacons /(a) parle pro- 
duit de facteurs lineaires correspondants el integrons enlre —cc 
el A, nous avons 


zi 



dl 

A )[ O'- — A r 


A est done une fonction elliptique de u, Faisons comme au 
n"' 191 le changement de variable et de notations 

— p2(pu ~ ei), 

A = p-(p’J -- ed), 

= p2(pu~e5;, 

la relation devient 


ii = 


L 




On voit qu’elle est satisfaile en posant 


o = u ; 
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A est done donne en fonction de u par Fegalile 


.^2. 




On fera correspondre de la meine maniere iin des arguments e 
et iv aux coordonnees u et v. 

Les surfaces representees par les equations 


u = = Po, = ^’o, 

dans lesquelJes iioj <^o? designent des conslantes, se coupent 
orthogonalementj piiisque siipposer, par exemple, que ii a une va- 
leur determinee revient a fixer une valeur de 1 . 

On doit done avoir 

Oil 0(^ Oil Ov du Op __ 

Ox Ox Oy Of Oz Oz 

et deux relations analogues. 


Expression duds- en fonction des arguments u, r, tv. 
Dans la formule troiivee an 190 


\ ds- = 


(X ——v) 

—v) 


d\^ 


- dix^^ 


(v — X)(v — ix) 




[id-— [x)(c-^-- ix) ^ (a2--v) 

introduisons les elements elliptiques : elle devient 

4ds-= (pii — p(^)(pi6—pw) did 

+ (,P ^ — P )d{^^-i-(p w — .p ii)(p (P — j) p) . 

193. Equation de la chalenr quand les variables sont les argu¬ 
ments ii, p, w. — Lorsqiie dans reqiiation 


AT = 


r)2T c)2T O^T 


Ox- 0/- 

on fait le ehangement de variables 



i’on a 


A'^ = o, A A — (). Ay = o, 

inequation transformee est 

I d-T ^ i o-T ^ _ 

L- dll- ' Al- Oi'- ' 'S- Oiv- 


L, M, N etant definis par celte condition que ia forniule defi- 
nissant ds- est 

ds-— L- 31- r/r-— X- cAr’-. 


AdmettonSj pour un instant, ce resultal et appiiquons-le au cas fu\ 
les nouvelles coordonnees sonl les ar^’uments ellipliques i:. tv. 
ZSous trouverons poor rec|iiation transformee 

_I_^ 

[pa —pi')i^pii — pw) dii- 

^ _I_.')2T _I_ 

{ps; — p ii) i p V' — p tv 1 - ' < p w — p ii)^ p w — pi'} aw - 


oil bien 

-^-.pa-pP) =“• 


Verifions le resultat que nous venous d'admettre : on a 


puis 


dx ~~ dii dx ‘ da dx ' dw dx 


d^-T ()-T /duV^ _ ^-T ^ ^ ^ ^ 

dx'^ du- \dx) dll dv dx dx ‘ ‘ oa dx- ’ 

^2T /day , d^-T ^ ^ ^ 

dj- ~~ ^ dll d<^ dy dy ' * * du dy- ' 

a^T d^-H f day ^ d-T d^- u 

dz- ~~ du- \dz ) ' '' ' du d^ dz dz " du dz- 


En ajoiitant membre a membre ces irois egaliles, en se rappelant 
que les surfaces 

u = const., d = const., w = const. 



Aw = o, 


sont orthogonales et qiie Ton a 

\ii = 0, Ap = o, 

on obtient 



11 reste a verifier qiie 



el les deux expressions analogues se clecluisent, commc on Fa 
annonce, des coefficients da exprimes en fonction de a, p, op. 
Or 



ou en remplagant les deux facteiirs dn second menibrc par les 
expressions (5) et (8) troiivees au n® 192 

/^\2 _ _ i _ 


Mais, comme 


^ ^ {s — a^){s — b'^)(s — c-) 


on a 

^^(X)(Xa2)(A -----c2) == (X-- (Ji)(Xv). 

Done 

\dxj [dy] "^Vasy “ ^ (pit —p(-)(p« —pwj’ 


/> /^2 TP TP 

le facteur p2 se retrouve dans les coefficients de et -r^. On a 
done bien la forme annoncee. 

Ainsi, quand on prend pour nouvelles coordonnees d’un point 
les arguments elHptiqiies u, v, w, I’equation 



devienl 


( p p — BiP ^ -H( p — Vi u ; -r- pi( — P r - = o. 

au- ^ ■ 'jp“ ' yir- 


194 . Solutions dependant d’une equation de Lame. — Es^avonf 
de satlsfaire a reqnation precedente en posant 

T = Ft u) Fu'j F(n'), 

F designant ime fonction pour le moment inconnue ; ii vient 




(pv~piv) 
-^ipiv — pu) 
™ (j) z£ — p r i 


d - F (u ') 

dll- 

d^Viv) 
~dv^ ■■■ 

d- F ( {ri 
dw~ 


F (r j F ( w ') 
F((P)F(££) 
F( u)F(s)' 


o. 


Or si nous supposons que F (u) est une integrale de Fecjualion dii- 
ferentielle 


d-^z 

dy^- 


(A p'j -T- B t 


ou A et B sont des constantes, nous avons 


<r/-F( u) 
du- 


d '^ F ( r ) 


d^-F{iv) 

dw- 


— {Xpil -r- B)F(^££), 
= (App -^BXF(c), 
= (Aptv H- B)F(cp), 


el I’equalion (g) se reduit a Pidentite 


0 =F(££jF(e)F((p)[(pp —pc^^)(Apzi-r- B) 

-4-(pcp —pz£)(App-f-B)-4-(pz£ —pp)(Apw-4-B)]; 


par suite 


AT = 0. 


Ainsi on pent construire une fonction T verifiant Pequation 
AT = 0, chaque fois que Ton connait une integrale de Pequation 

^ =(Apu-+-B);:, 

on A et B sont deux constantes arbitraires. Lame a demontre qu’en 
donnant a A une valeur de la forme n[n + i), n entier, on pent 
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integrer Pequation au mojen des fonctions elliptiques pour des 
determinations convenables de B. li obtient ainsi, pour chaque 
valeur de Tentier des solntions particidieres de Tequation 
AT = 0, a Taide desqiiellcs ii forme la solution generale de cette 
e(|iialioii pour le probleme que nous venons de trailer. 

L’equation obtenue en faisant A = /l(/^ -h i) s’appelle equation 
de Lame, Nous reviendrons sur cette equation dans le ChapitreXI. 


ENERCICE. 

Quadrilatere articule. — Soil un quadrilatere plan articule dont Ics 
cutes ont pour longueurs a, b, c. d\ appelons a, fi, y Ics angles des coles 
a, c, parcourus dans un meme sens de circulation, avec le cute d. En 
projetant le contour du quadrilatere sur le cute d et sur unc perpendicu- 
laire a ce cute, on a deux relations que Ton peut ccrire 

! ax H- by -f- H- c/ = 0, 

a h c , 

~f~ — “f" cl — 0, 
a? ^ 

ou Ton pose 

X = y = z = eV. 

En regardant rr, r, 3 comme des coordonnees courantes, on voit que la 
premiere des equations (i) representc un plan ct la deuxierne unc surface 
du troisieme ordre; leur ensemble represente done une cubique plane. Les 
coordonnees d’un point de cette cubique pourront s’exprimcr par des fonc- 
tions elliptiques d’un parametre u\ 

= f (^u)^ =. 

En faisant varier u, on pourra etudier la deformation du quadrilatere. 

Si le plan et la surface (i) sont tangents, la cubique devient unicursalc 
el les fonctions/, cp, 6 peuvent etre remplacees par des fonctions ration- 
nelles. (Darboux, Bulletin des Sciences mathemaliques.) 
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•195. Division par dens de la periode ‘->w. — Gonsideroos les 
fonctions de Jacobi 

H(wj, e(?n5 ei(££i. 

construites avec les deux periodes 2 Ct>. el en meme temps les 
fonctions 

TT / I ^ \ TV / W , , / \ lx) / \ tl> 

H I — 5 W ^ , lli[U — , OJ j, 0 ( j —, fj j, 0 J I j ^ J , 

construites avec les deux periodes co et On a entre ces fonc- 
tions les relations siiivanles, dans lesquelles A designe un facteur 
constant, 

H > w'j = A H(t4) Hi(iT), 

0 ~} lx)'\ — A. Q{ii) 

(n ! \ ,’• \ ' 

Hi (;(I ^) w'j = A Hi -4' ^ j Hi ^ j, 

®‘ (“~ l)' 

La premiere de ces relations se demonlre en reniarquant que les 
fonctions 

h(k^,co'^ et H(m)H,(zO 

out relativeinent aux periodes to et 2(oOes multiplicateurs definis 
par les egalites 

/(14M-C0) =—/(w), 

_ liiE/ 

/(kH- 2to')= —e w 
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et admettent les memes zeros dans un parallelogramme des pe- 
riodes : le rapport de ces deux fonctions est done une constante. 
Les trois autres relations se deduiseut de celle qui donne 

H I - > co'^ en y changeant successivement u en 

, w , to 

zz. w , zz H- j zz. -H w -r — • 

‘1 

196. Eelation entre les modules et eutre les multiplicateurs. — 
Soient et g le module et le multiplicatenr correspondant anx 
periodes aco, 2 0 l)^; et soient A'(i)j ^(i) lo module et le miiltiplica- 
teur correspondant aux periodes co, 

On a, d’apres la definition du module et en tenant compte des 
relations (i), 



Mais si, dans les formules du 75, relatives a I’addilion de la deml- 
periode w, on fait U "— ~ on trouve 



on deduit de la successivement 


dn^^v//d, 


:s/k’i 


s/ r H- it 


D’apres cela 


(^) 


= 


k s/i —/c'2 


in-/:' I-+-/C' 

Cette relation peut encore s’ecrire 




inJi. 

I —1“ k! 
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D’apres la definition meme dii iiiiiltipiicateur (n^ 92\ on a 

j ir.Q. 

"" ~ s/k ' 

ta’i 

8 ( o I ^ j w'j 

La valeiir de gj) pent s’ecrire successivemenl 

I W(o)E,(o\ 
v/J^ 6(0) 011 oj’ 
k 

^\/kJ. 

t, en remplacant /r.j- par sa valeiir tiree de (a), on trouve entre 
3s multiplicateiirs g et g^^ la relation suivante 

A partir de maintenant nous supposerons les quantiles co 
t 4- reelles. 

I 

197, Relation entre les integrales K et K^r 


= 



do 

y/1— sin-cp 



Nous avons deia remarque que de Pequation diflerentielie ve- 
ifiee par = sn(t^; A', g) 


)n deduit 


)u bien 



^a,-=K, 


ci}> 


On obtiendrait de meme 


et cn dlvisant membre a meinbre ces deux, egalites on trouve 


K(i) ^^,1) 1-4-/:'’ 

puis, en se reportant a la relation [i') entre les modules, 
K = K(i)(! H- A^(i))* 


198. Calcul de K quand k est donne. — Concevons qu’on ap¬ 
plique plusieurs fois la transformation precedente, on trouvera 
successivement 


— K(n)(i -I- k,i)^ 

puis, en multipliant membre a membre toutes ces egalites, 
K = K(,i)(i -}- (i -}- A'fo)).. .(i -4- /i{/i))j 

CO mine on a 


7C 



on a aussi, quel que soit /?, 


-•(i -4- -f- • -(i -4- ki^,i)X K; 

k,i est toiijours positif; le produitqui est dans Ic premier membre 
va done constamment en croissant quand ii croit, ct comme il esl 
constamment inferieur a Iv, il tend vers une limitc quand n aug- 
inente indefiniment. Il en resulte quo Lend vers zero ct par 

suite que a pour limite On a done 

K = ^Ul))(n- ^^2))- . .(l -i- ki^n)) - 

Cette formule est utile lorsqiie I’on Yeut ealeulcr la valeur mime- 
rique de K, en supposant k donne. On la met sous une forme plus 
commode pour les calculs numeriques en posant 


k = sinO 
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ce qui donne, en se reporlant a la fomiiile , 


7 . J r ! 

A\i ~ taog-2 - et I j =--, 

•> ' • tj 

cos- - 
2 

puis 

A -1 = tana- - = sin Q A- v = tana- = sin 0.-», 

- 2 *" 2 

on en deduit 



?. 2 


et par suite 

” « I r c I r I . 

= COS- - f) cos- - 0 , COS' - 0 .1 ., .. 

2 k 2 2 • 2 

( J oir Durege, Theorle der elllptlschen Fiinctionen^ p. 177. 
Prenons comme exemple k-~ i. == 45°. 

Dans ce Tableau de calcul, on a separe par plusieiirs points i< 
nombre de son logaritlmic de sorte qiie I'on a mis 

^. au lieu de Logk =. 


De plus les logaritlimes a caracleristique negative sont augmente 
de 10 . 


0 = 

45 '’ o'o",oo 

9 . 1 ) = 

9 '' 52 ' 45 b 4 1 

0 2) = 0'^ 

2 3 ' 4 ’ 

-'-0 = 
2 

22 '’ 3 o'o", 00 

5 «- = 

jG'-i'i'bjo 

- 0 •-.) = 0 
2 ' 

1 2 j( 

lana - 0.. 

' 2 

... . 9,617 2a4'5 

tangpd;... 

. . 8,930 G' 3 o 4 • 5 

I , 

tan" - Oi'«. 

^ 2 *' 


cos ^ 6... 

2 

.... 9,965 Giii 

COS ~ On). . . ■ 
2 

,9,998 3840.1 

cos ~ 0,-.-)4. 

2 

9 : 1 ) 

tana'' - 1 

.... 9 , 23 .'i 4486 

tang-UOd, 1 

. . 7,870 0009.0 

tan" - - 0(.v, 1 

2 s . 

r * 


sin0^1) ) 


I sin6|2| j 


sin 0(3) ) 



0 .. 5 . = cos0^3^. 0,000 0000, 
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On a done 
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cos2 1 0. 9,931 23 o 6 .o 


cos- - 
2 ^ 


9,996 7680.2 


0052 - 6(2). 9,999 9940.0 


9,927 992C).2 


o, 196 I 198.'; 


K. 0,268 1272.0 

K = 1,854 0747. 


199. Calcul de la valeur de Tintegrale 


Jo 


quand k et o sont donnes, — Soil ^ = sn[u ; A’, ou a 




OU en posant 


do 


Jo A2siu2cp 

de sorte que, a et o etant lies par la relation precedcnlc, ou 


sn(it; A, sincp; 


on s assure aisement que 


cn(a; k , = cos(p. 


(\u{u\ k, ^) — — k- sin^cp. 

Considerons en m^me temps ” sn(f^; A 4 ,),«’(,)) en posa 


S^O)U = 




Jq 








on aura 


snf a: .= sine 

Si maintenant A' et ^ correspondent aiix periodes sw, aw’ el si 
A’(,^ et correspondent de meme aux periodes oi* on aura, 
comme nous Favons vu. 

S' ^ LzAl. 

Ski] 


Alors en prenant le rapport des integraies dont les limites siipe- 
rieures sont cp et on troiive 



do 

V' I — A- sin-G 





■i: sm-Gj. 


et Fintegrale dont la limite siiperieure est z se troiivera ramenee a 
Fintegrale dont la limite superieure estG j , qiiand nous aurons ob- 
tenu une relation finie entre z et 'Gjw 

Cette relation, qiie Fon peut oblenir par des considerations geo- 
metriques, nous sera utile sous la forme 


ou bien 


Oil encore 


tangfo-iv— 'f)= A' tangG 


tangG,i—tan^’G ,, 

-^ = A tan^G 

1 -i- tangG tangcp 1) 


tang 


(‘i — A'') tango 
I — A' {a n g- G 


Pour verifier cette derniere egalite il siiffit de remarquer que 

sn i H ( ii) 


tango = - — ^ ^ 

enu Hi(,zO 


et de se reporter aux formules (i) du n° 195 don nan t of] 


et ( a 


on trouve ainsi 




v//.-,'i,tang=ji): 


n(u)Ui(u) 


nu-- 


Transformoiis le denominateur da second niembre d'apres 
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I’idendte, facile a verifier, 

Hf ( 0) H ^ ) H = H? ( rP- («)- ^) Ilf ( «), 

nous pourrons ecrire 

ri(;t)IIi(it)IIf(o) 

oil en divisantles deux lermes du second mcmbrc par H- II^i 


'/Kd lang'fd) 


11* 


tangtp(i)= C- 


I a n o 


Ilf 


II* f 


II* (iQ 
ii'il") 


C designant iin facLeur constant; ce factciir se determine cn di 
sant les deuxmembres par n et faisant ensuite Icndrc n vers zcj 
ce qni donne 




En tenant compte enfin de la formule 


cn- 


ti) 


on a Lien 


on encore 


sn~ — 
2 


tangO(i) — 


(i -}- /i) lani2,'cp 
1 — k' lang-cp 


tang(cp(n—o)= /,•' tango, 


comme nous voalions le verifier. 

Cela pose, concevons cjif on applique plusicurs fois de suite 
in^ne transformation en posanl pour abreger, d’apres Legend 
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LIS aurons saccessiveoieot 


A-) = . A,, 

F i-,, A i i = i±-il F, - A , 

2 ‘ • 


^ (?,« - 1]3 — 1 , ) = 


I — X* .- 




3n multipliant merabre a membre ces %alites 

F(cp, A) = p,,, ^ 


Supposons mairitenant qoe n augmente indefiniment, nous 
)ns vu qiie ka tend vers zero et Ton en conclut 


lim F(9 k'ji) = iim^ . 
3omme d’autre part on a troiive 


^(i-f-/\i-)u-hXv 2 )...= K, 

voit qiie, en definitive 

F(o, A)= — 

Pour calculer successivement les angles cp^,), cpf 2 )? 
us aurons les formules 

tang ( 0 ( 1 ) — o) = k' tang 9 , 

tang(9(2)—9(1)) = A-;^ tanged), 

tang(9(rt) — 9^;^_l)) = A(^_i, taiig9(,i_i), 

Quand n est tres grand k(n) est tres petit, comme nous Favons 
; alors est tres voisin de i’unite et Ton a sensiblement 

«?(/»)— 

bien 

9(/i) = 2 9/;j_i); 




■k' 

ri'’ 


r^/C(\) 


^'(n) 


_ ^ ^'in-D 


A. ET L. 


21 






alors 

1 ) __ 

2/i 

Done a partir d’une valeiir siiffisammcnl grande dc n, reste 

senslblement constante et Ton apcrcoit ainsi qnc ^ lend vers 
ane limite quand n augmenle indefinimenU 

Exemple numerique. — (Nous rempruntons a la Theoriede.s 
fonctions elliptiques de Diirege, p. 178.) 

Soient 

f CD = jO" 

2 ‘ 


les valours donnees dc /c- et dc ^p. 

II resiilte d’un calcul precedent quo Ton a 


2K 


k' =z cosO... 
= cos 01.. 
= cos 0 j.. 


Ic'.^ =z cosO . 


• 0,072 0073,8, 

. 9,849 4830, 

• 9,998 5 ii 8 , 

• 9,999 9878.9, 

I,000 0000.0, 


Void maintenant le calcul dcs angles 


, 5 x 1.3 cp,, cp.j: • 


CD = 30 ° 


g? . 9,761 439 ! 

. 9,849 485 o 

g(pi—o).. 9,610 9244 

— o = 22° 12'27", 59 


cpi = 02° 12 ^ 27^^,56 


cpi = 52 " 12^27'^, 56 

tangcpi. 0,110 4871.9 

. 9,998 5 iiS 

tang(cp2—cpj). o,io 3 9192.0 


epo—cpi=: 5 i"47'82",58 
0-2 = 104 ” 0' 0", 1 4 


cp^ = 10 i"o o', 14 

Lang'’Oa,. o, 6 o 3 2 

/‘■'a. 9 , 999 !)' 

I,ang(q >3 —fa). (>,Co 3 ■>. 

p’a — cp.j = ro4'’o'i", 
03 = 208"o' i", j 


On prendra Icl comme valeur approclicc dc lioi^^^lc rapport 




; ( 208 °o'i" 54 ) = 93600", 19. 


Pour exprimer cet angle en parties dc rajons on divlse Ic 
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nombre de secondespar 006 264,8 

Log 93 600''. 19 = 4,971 2767.9 


Log206 264^8 

= 5 , 3 i 4 

425I .3 


g.f 356 

85 i 5 .7 

T 2K 



Log — 

= 0 5 072 

007 3 .8 

LogFfo, /c|j 

= 9:728 

8589.5 


F('f,/tj = 0j 535 6221 pour = 3o° et L-= 

Remarque. — Lorsqae le module est deveiiu ires pelit le 
calcnl des modules siiivanls pent se simplifier. (Voir BERTR.i:xD, 
Calcul integral, p. 661.) 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE X, 


BiTision de la periode par mi nombre impair n. — En posant av«‘r 
Jacobi ^(x) = verifier I’ideiitite 

i)^j =C?:(nx, g”), 


<ju Ton suppose que, S'(^) correspondant aux periodes 2w et 20)^ S’!.r, q’^) 
2 to 

correspond aux periodes 20)', et ou G designe un facteur constant. 

On peut remarquer que le premier membre d’une part et S'(r.r, 
d’autre part sont deux fonctions qui adniettent les memes multiplicateurs 
pour les periodes 2w, 2to' et qui ont les memes zeros dans un paralielo- 
gramme des periodes. 

On a une verification interessante del’identite precedente en considerant 
le produit infini qui donne ?j{nx^ q'^')^ savoir 

G 2r(/z27, ^'0 = (i— 2 ^^ cos2n^-r- 

X (i— 2^3^ C0S2/i^ -f- — %q^^ cosinx -f- • -• 


et decomposant chaque facteur de ce produit d’apres I’identite suivanlc 
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(tlieoreme de Cotes) 


I — ‘iq^ cos2 715 ? -h q- 


=n[- 


■ ^q COS 2 I X 




pour 


r = 0, I, 2, 

ou, ce qui revient au meme puisque n cst impair, 
/' 

- =0, I, 2, .. ., n — 1. 

2 


D’apres celte verification I’identite resulte de cc que, dans un produit 
infini absolument convergent, on pent remplaccr plusicurs facteurs par 
leur produit efFectue et reciproquemcnt. 

Verifier la formule 

^^ ^ \ r o *1 

(—0 - 2ri(a?)S-| --3j (/t — r) ypj = G'£r^(«a;, y«). 


/2K^r\ 

ou3'i(5 ?) designe la fonction H ( ' ' ) ’ constaiUe ct n un nonibrc 

impair; de plus ^i(x) correspondant aux periodes 2to ct 2m', q^^) 

correspond aux periodes 2m'. 

Des formules des deux exercices precedents deduire la suivanle 

/ 2'Jt\ 2K r 'X'K~\ 

V ri J 71 L ' ] 


71 / TU 71 


ou Ton suppose que ct correspondent aux periodes 2w' 
comme k et K correspondent a 2m et 2to' ct ou G a la valour constantc 


G 


'izi 

= (-l) 2 




CHAPITRE XL 

FONCTIOXS A MULTIPLICATEURS CONSTAXTS OU FOXCTIOXS 
DOUBLEMEXT PERIODIQUES DE SECOXDE ESPECE. 


200. Definitions. — Dans plusieurs questions de Mecanique el 
de Physique mathematiqiie, on est conduit a etudier des foncllons 
uniformes de n’admettant a distance finie d'autres singuiariles 
qiie des poles et se reproduisant multipliees par des constantes [x 
OU quand onajoute a u Ihine ou I’autre des periodes acu etao/. 
L’une quelconque de ces fonctions F (u) veriOe done deux rela¬ 
tions de la forme 

F -r- a CO} = UL F (w F (-f- 2 CO*" j = ;jl' F (« j. 

M. Hermite, qiii a fait I’elude des fonctions de cette nature 
(Su 7 ' quelques applications des fonctions elliptiqiies^ Gaulhier- 
Villars, i885), ieur a donne le nom de fonctions douhlenient pe- 
riodiques de deuxieme espece; ces fonctions se reduisent aiix 
fonctions doublement periodiques ordinaires ou fonctions eliip- 
tiques, quand les deux multiplicateurs constants [x et u/ se re- 
duisent a I’lmite. Quand les multiplicateurs a et seront donnes, 
nous appellerons les fonctions telles que fonctions aux 

midtiplicateurs constants p. et p/; les fonctions elliptiques sont 
alors des fonctions aux multiplicateurs i et i. 

Les relations 

F(?i-+-2to) =: |aF(M), 

F ( M -H 2 co') = [Jl' F ( M ) 

entrainent evidemment la suivante ou m et n sont des entiers po- 
sitifs, negatifs ou nuls : 

F(z^ -i- 2 /?lf 0 - 4 - 271 co') = [X’^ F(^^). 

11 en resulte que, si la fonction F(;i) adraet uu pole u = a, elle 
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admet comme poles, au meme degre de multiplicite, tons les 
points homologaes 

ani^n = a H- 2mW 4- 

Si le residu relatif au pole a est A, le residii relatif au pole 
est De meme, si la fonction F(?^) admet iin zero u= 

elle admet comme zeros, avec le meme ordre de multiplicite, 
tons les points homologiies. 


Exemple, — Voici quelqoes exemples de ccs noiivcllcs fonc- 
tions. Soient A, a et \ des constantes, la fonction 


f{u) = A 


E(a~-a) 

ll{u) 


q\u 


est une fonction aux mnltiplicateiirs 

, - 

jjL = ^ ^ 0) 

En efFet, les relations fondamentales 
E(ii -h 20 )) ~ — II(zt), 

H (-h 2 to') = — H (zi) e w ^ ^ ^ 

donnent les suivantes : 


/(zz. 4 - 2W) —/(zz)e2AW^ 

/(zz H-2to') =/(zz)z? 

La tlieorie du pendiile splidriqiie nous foiirnit iin autre cxcmplc 
de ce genre defonctions. Nous avons trouve, en clTct, pour 
une expression de la forme suivante (p. g5) 

cp(tt) = A - i cX«, 

A, a, fc, A designant des constantes. Or, d’apres les relations fon¬ 
damentales 

c'(zz-+-2a)) =— 

cr*( ZZ -j— 2 to'^ = — 6 ^'^' 
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celle fonction verifie les relations 

9( n itu) = e-’C » 9 li , 

9 f'z4 “ z' ii : 

c'esl done une fonction aux niiihiplicatenrs constants 

'x — —-aw'. 

Dans la tlieorie qiie nous alloiis de\elopper, nous s'.:-’' 
les mulliplicateurs a et o.' doanes et nous formerons les expres¬ 
sions analjtlques des fonclions qui admellenl ces niul‘ir):icateurs. 
M. Hermite aindique. pour ces fonclionSj deux formes principales 
correspondant aux deux formes fondamen tales des functions 
elliptiqiies. 

L’une de ces formes donne la fonction conime le quotient de 
deux prodiiits de fonctions H ou o': elie met en evidence les zeros 
et les poles de la fonction. L’aiitre forme est analogue a la for- 
mule de decomposition en elements simples; elle met en evidence 
les poles et les parties principales correspondantes. 

Les seuls elements analjtiqiies necessaires pour cette tlieorie 
sont les fonctions H on o'. 


L — Decomposition en facteurs. Consequences. 


201. Expression generate des fonctions a multiplicatenrs con¬ 
stants. — Soil F(;^) line fonction aux multiplicatenrs constants 
donnes jx et {jlC Par hypothese cette fonction n’a d’autres points 
singuliers qiie des poles a distance finie et verifie les deux 
equations 

I F(m+ 2to') = [i'F(ji). 


Pour obtenir une premiere expression de la fonction F(w), re- 
marquons que la fonction particuliere 




E(u-a) 

E{u) 




(^) 
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consideree dans le numero precedent, verifie les relations 


(3) 
ou 

(4) 


i f{u - 4-2 0 )) = IJ-f(ll), 

\ f{u-+- 20 )') = 




On pent loujonrs disposer des constantes X et a de fagon a faire 
prendre a ces miiltiplicateurs des valours donnees a Tavancc. En 
effet, UL et \jJ etant donnes, on a 


X = — Loff fjL, 

2 0 ) ° ‘ 

a = (o) Log ijl' — co' Log p), 

ITC •' 


Log[x ajant la meme determination dans les deux equations. 

Avec ce choix des constantes 1 et a, on a, par la formule ( 2 ), 
line fonction particuliere /'(u) aux multi piicate 11 rs donnes p ct ul^ 
Mais alors, si Ton revient a la fonction gendrale F(^/') aux memes 
miiltiplicateurs, le quotient 




cP(u) 




est uj\e fonction elliptique aux periodcs 210 ct 210 '. En efTct, 
quand u aiigmente de Tune de ces pcriodes, F ct /sc riqiroduiscnt 
multipliees par le meme facteur et ne cliangc pas. 

On obtient ainsi une premiere expression gcnerale des fonctions 
aux multiplicateiirs constants p. et p', cn prenant 

les constantes a etant deterininees par les relations (5) cL ^(^u) 
designant une fonction elliptique aux periodes 2 to ct 2 to'. 


202. Decomposition en facteurs. — La formule dc decompo¬ 
sition enfacteurs se dediiit immediatement de ce resuUat. En effet, 
la fonction elliptique pent se mettre sous la forme suivante 
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(a« 40) 

<i>i ii , = w H. ^ ■ II 1/ — h. . ..It u — jj,. 

H— rt:; il li — a. . .. O ^ — tir; ’ 

avec la condition 


<7) 


^1— - • *-r- <^r= — «2'-- • 


La fonction aux muitiplicateurs constants a et pent done 
s’ecrire 


( 8 ) 


F w;) = B 


H (' — a j H f' — bi 0 ,. H. ii — 6,.) 
H( Hu4 — «i , .H( w — a,.) 


Telle est la formnle de decomposition en facteiirs. Eile conduit 
aux consequences suivantes : 

Tine fonction a muitiplicateurs constants possede, dans 
un parallelogramme des periodes, autant de zeros qiie d in- 
Jims. Gela resulte de ce que, dans la formule (8) ci-dessus, ii 
entre autant de fonctions H au numerateur qii’au denominateur. 

2° Si Von consida'e, dhtne part, les zeros, d'autre part les 
infims que possede une fonction aux muitiplicateurs u et u' 
dans un parallelo gramme des periodes, la difference entre la 
somme de ces zeros et la somme de ces infinis est egale a 


I 

L~ 


(w Log ;jl' — w' Log [x ), 


d des multiples des periodes pres. 

En efFet, la fonction F ft) definie par la formule (8) a, dans un 
parallelogramme des periodes, des infinis homologues des points 


o, ai, a., a,., 

et des zeros homologues des points 

a, b., bj.. 

La difference entre la somme des zeros et celle des infinis est 
done 


(Q) CL b I —H b^ . .. H— b — ( (X\ -+- (X^ —l—... -t~ (Xj> ) 2 m to “H oj . 
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si Ton lient comple de la relation 

et de la valeur (5) de a, on voit que la difference considerec (9) est 

4- (co Log \x' — 0 )' Logix) -+- 

ce qai demonlre le theoreme. 

Changer les determinations choisies pour Logp' et Logp re- 
vient a modifier les eiitiers ni et n. On pourrait, par exemple, 
clioisir les determinations des deux logaritlimes dc facon a 
annuler m el n. 


Remarque. — 11 est evident qae la fonction F(?^) donn^e par 
laformule (8) n’admetpas necessairemcnt, d’line manicrc cfTcctive, 
le p 61 e 11 = Q : car un des zeros , hr pent cLrc cgal a o 

oil homologue de o. De meme, cctte fonction n’adincL pas neccs- 
sairement le zero a. 

Les deux iheoremes que nous vcnons d’enonccr admcLLenl la 
reciproque suivante : 

3 ° Si Von considere une expression de la forme 


F(j 4 ) = 


11 (— a)\l{u — ai)... 11 (— af) 


dans laquelle les constanLes a, , .. ., (TI/-, ^ hr ve- 

rifient Les deux relations 


( 10 ) 


•A to 

^ br— (a «/.)= 4- (to Log|x'— (t)’ Log[JL), 

l TC 


ceite expression F(?^) definit une fonction aux multiplica- 
tears p. et ph C’est ce qu’on vdrific immediatcmcnt on jiartanl des 
relations fondamentales 

H(w+2to) = —II(w), 

Quand les mulliplicateurs p, el p' sent dgaux a i, la fonction 
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F(«) devient une fonction eliiptique, et la dcoxieme ues rela¬ 
tions (lo) exprime aiors le llieoreme de Lioiiviile (n" 39'‘. 


203 . Nombre miniuiiim. de poles d’une fonction a mnltiplica- 
teurs constants. — Xous avons vii qii'iine fonction e:!:el: a. an 

moins, deux poles simples on iin pule double dans im paraiielo- 
gramme des periodes. li en est aulrement pour ies foocdoos a 
multiplicaleurs constants. 

Qiiand les multipUcatears a et ;j/ sont • ’ •.■'Vo.-'; -; '.?.? et ne 
verijient pas la relation 


ill) 


(w Los: — f’i' Loo 'x'l = f), 

it: ' " ‘ ' 


pour des determinations convenahles des logariihmes, ioiiir 
fonction aux multiplicateurs a et 0 / admet an moins lui pule 
s'mple dans an parallelogramme des periodes. 

En effet, si la fonction F(^/) doiinee par la formiiie generale f 3 1 
n’avail pas de poles, elle n’aurait pas de zeros, et cette fonction 
se reduirait a la fonction 


F () = B e'^'" j 

dont les multiplicateurs 

JJL= ^2X03^ £>2aw' 


verilient la relation ( 11 ) que nous avons ecartee. 

11 y a done au moins un pole. D’ailleurs, il existe des fonctions 
avec un seul pole dans un parallelogramme des periodes. Telle est, 
par exemple, la fonction deja consideree 


/(w) = A 


— a) 




ou \ et a sont determines par les equations (5). Cette fonction 
a, comme poles, le point u = o et les points bomologues. Telle 
est encore la fonction 




H(w —P —a) 
^ H(w —P) 


gkiu—u)^ 
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ou est line conslante queJconque; celte foncdon admet, comme 
poles, le point et les points homologues. 

204. Fonctions a multiplicateurs specianx. — Nous dirons qne 
les maltiplicateiirs [jl el [a' sont speciaiix quand ils verifient line 
relation cle la forme 

w Log [ J .'— to ' Log [ J . = 0, 

pour une determination coov^enable dcs logaritlimcs. Dans ce cas, 
11 exlste une fonclion partout fiiiie dans iin parallelogramme des 
periodes ct admettant les deux multi plica! curs : cettc fonction est 

\ etant determine par les deux relations compatibles 

X -= . 

'2 0 ) 2 00 ' 

La fonction la plus generaleF(a) aux multiplicateurs speciaux u 
et U-' est alors 

F(z^) = A 

^(u) designantnne fonction elliptiqne. Unc fonction elliptlque, 
non reduite a une constante, a an moins deux poles simples ou un 
pole double dans im parallelogrammc; done, si la fonclion F(zz) 
ne se reduit pas a une simple exponentielle (die admet dans 

im parallelogramme au moins deux poles simples ou on pole 
double. Telles sont les fonctions 

e^“sn-a, [Z( u — a) — Z{u — Z))], 


11. — Decomposition en elements simples. 

20S. simple. — Reprenons la fonction 

/V A n(zz — ot) s 

fiu)= A—' , - ’ 

^ 11(a) ’ 

les constantes X et a etant determinees par les equations 
\ = g-Log^i, 
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tcartons le cas des niultiplicateurs spcciaiix eliiclie daiisle dernier 

nuniero. Alors a n’est jDas homologue de zero et la fonclion f- i/' 
dcvicnt 6ir6ctivcnient infinie au point u = o ot aux points lioino- 
logues. Delernainons la constanle A de telle facon que le rt-sidu 
de/(i^) relatif au pole u = o soil egal a i. Pour cela. il suffit 
d'ecrire que le produit m/(m) est egal a i pour ii = o. On a ainsi 


A H( g I _ H'( o i 

H'( o) ’ ■ liTTy 


el la fonction /(u) devient 


( 12 ) 


/(.«) = — 


H' i' o I H i' 1/ — a . 
H a j H (I 




Cette fonclion f{u) constitue Felemeat simple introduit par 
M. Hermite pour obtenir la deuxieme expression generaie des 
fonctions aux multiplicateurs aet |jl^ Eile verifieles deux relations 

i /( *5 


elle admel comme poie simple le point u = o et les points homo- 
logues. All point 11 = 0 son residu est i; au point a =2 mis) -h 2n ct)\ 
7?z el n etant des entiers quelconques, son residu est comme 

il resulte de Tequation 

f{ U ), 


consequence immediate des relations (i 3 ). Si dans ces relations on 
change u en u — v designant une quantite quelconque inde- 
pendante de ou a aussi 


( 14 ) 


/(w —= u/(w — c’), 

/(zz — P-f- 20J')= [Jl'/(zZ — p). 


La fonction 


(i 5 ) 




H-(o)H(zz^P-a) 
H(a)H(zz —pj 


regardee comme fonction de w, a done les memes multiplicateurs p 
et uJ que/(M): elle admet comme poles simples le point zz = p et 
les points homologues, le point u = ^ avec le residu + i • 
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II est interessant de voir qiielles sont les proprietes de cette 
meme fonction f[u — consideree commefonction de Si dans 
les relations (i4) on change u u — 2to on obtient deux nou- 
velles relations que nous ecrirons comme il suit 

/(z/.-O- 2C0) = ~ — 

I'*' 

/(zt — P —2C0')= -^/(u—v). 

r 


Ces relations montrentque f(ii — considcre comme fonction 
de p est line fonction aux multiplicateurs inverses - et Cette 

fonction de admet comme poles simples Ic point e = ii et les 
points liomologueSy le point e = ii avee le residu — i . On verifie, 
en effet, immediatement, que le prodoit (e— a) f[u — e) tend 
vers —• I quand e tend vers u. 


206 . Formiile de decomposition. Cas des poles simples, — So it 
ime fonction F(zz) aux multiplicateurs non specianx |j. et Sup- 
posons d'abord que cette fonction n’ait que des poles simples bo- 
inologues respectivement de certains points 


et soient 


u =: u = , zz = 


A, B, L 

les residus de F(zz) aux points a, 
Considerons la difference 


W(zz)=: F(zz)--A/(zz — a) — B f{iL — b)—.. L/(zz. — /). 

Nous aliens montrer que cette difference est identiqaemeat nulle. 
Ell effet, W(zz) est line fonction aux multiplicateurs p ct p^, car 
elle est line somme de fonctions F(£z), — A/(z/ —a), . . . ad- 
mettant separement ces miiltiplicateurs. En outre, cette lonction 
^QslJinic pour toutes les valeiirs de car, dans le voisinage 
de u = z2, par exemple, on a, par hypothese, 

^ -H fonction regulierc; 
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de plus, d’apres les proprietes de la fonction f'ji — on a, dans 

le voisinage de ii = 

f( ii)~ —!-1_ fonction reralicre: 

iL — a - . 


enfin les aulres termes f\u — h\., . ./ ii — /} sont des foncdoiis 
regulieres au point u = a. Dans la combinaison qoi donne ’u \ 

les termes en —— disparaissent et est finie pour u — a. II 

en est de m^me des autres points u ~ h. .. ., z/ = / et des poinls 
iiomologues. 

Ainsi W(z/) est une fonction aux raiiltiplicateiirs non speciaii\ 
a et n'admettant plus aiiciin pole a distance finie. Mais line 
telle fonction ne pent pas exister (n'^ 203) : done est Iden- 

tiquement nulle. On a alors la formiile 

(i6) ¥{a)=X fyu — a)^B 

C’est la formule de decomposition en elements simples, mcttaiit 
en evidence les poles non homologues z?, Z?, . . ., / et les residiis 
correspondants. Cliaque terme de cette forniule est one fonction 
de ii aox multiplicateurs a et a'' admettant dans on paralleio- 
gramme im seul pole simple. 

Inversement toute expression de la forme (i6) dans laqiielle 
b, ..., I sont des points non homologues deux a deux et A, B,.... L 
des constantes quelconques, est une fonction aux multiplicateurs 
[JL et ajant comme poles les points zr, Z?, .. ., Z et Icurs honio- 
logues, les residus relatifs aux points a, Z>, ..., Z etant A, B, . . ., L. 

D’apres cela, on peut ciioisir arbitrairement les residus A, 
B, . . ., L : il n’existe entre eux aucune relation necessaire. II y a 
done la une difference avec les fonctions elliptiques pour lesquelles 
la somme des residus est nulie. 

Exemple de decomposition. — Soit 

a eib etant deux constantes non homologues entre elles et non 
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homologues de o. Cette fonction admet les maltiplicateurs 


comme iiresulte des proprietes fondamentales de la fonction H; 
elle admet comme poles les points a et h et les points homologues. 
Construisons Felement simple correspondant 




H(a)H(zO 


en clioisissant A et a de facon que cettc fonction admette les memes 
muUiplicateurs p et p/. 11 suffit de prendre 

y. = o, oc = — (cx -f- ^) 5 


Felement simple est done 

Les residiis de la fonction a decomposer F(w), relatifs aiix deux 
poles non homologues a et 6, sont 

, ... H^(a) 

H'(o)H(a -b)' ■“ 

pour les oblenir, il suffit de chercher les limites des deux produiis 
(‘ u — a)F{u) et (u — b) F[u) pour u — a et u = b. 

La formule de decomposition est done 

F(zt) = A — a) 4- B f{u — 
oil, en ecrivant tons les termes explicitement 

H(w — a)B.{u — b) 

I VnHa)E(u-^b) 

li(a-hb)E{a—b)l E{u~-a) E{u-b) J* 


207. Cas des p6les multiples. — Le meme raisonnement nous 
doiinera la formule dans le cas des poles multiples. Snpposons que 
la fonction F(^^) aux muUiplicateurs non speciaux p et ad- 
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inette comme pules les points a, b, _/nun i:o"o:- t-t 

snpposons que les paities principales relati\es i ces p.3!es sclent 
respectivemeot 



A, 


( II - 


0-2 ! ll I — 



ll — b 




Si I’on designe par/',/', ... les Jerivees successives de/V</i, la 

difference ' ' 


F( « 1— j^A/(// — A,/’ f\u - a . 

—I - f a-! , u — a . 

/ K Ij , — Bi f'ljl — bj — f ", ll ~ b I 

-S-(— ^ A , /■?-' I ?t —/- ij 


est encoie idcntifjucnic/it /mile .* eii effet^ dans le voisinage de 
a = a par exemple, on a 

— <7)= -— -h fonction res^uliere, 

f\ii — a)=~ — . 4 - fonction reguliere, 

/ (u — a)— 4- fonction reguliere. 


y*(a = (_ i)a 1 —4~ fonction reguliere. 


Done 


Af{u — a)—Aif\u -a)-+- — 

(— i)a-i A^-i 

H—^^ — a) = 'f>i (w)4- fonction reguliere. 


A. ET L. 
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Comme dans le voisinage de u = on a aussi, par hypolhese, 
F(zi) = fonction reguliere; 

oa voit que W[u) est reguliere au point a] il cn est de meme des 
autres points , /et des points homologues. Cette difference 

est done une fonction aux multiplicateurs non speciaux p. 
et oJ n^ayantplus aucunpole a distance finie, Comme une telle 
fonction ne peut pas exister (n"" 203), ¥(z^) est idenliqnement 
nulle etPon a la formule de decomposition 


(i8) 




_i_ 


la somme etant etendue a tons les poles non homologues. 

Reciproquement, toute expression de cettc forme, danslaqnelle 
les coefficients A, A<,..Aa_i, ... sont choisis arbiirairement, est 
une fonction aux multiplicateurs p. et p.^ 

On voit Tanalogie de cette formule avec celle que M. Hermite a 
donnee pour les fonctions elliptiqnes et que nous avons etablie 
au n° 26 par un raisonnement presque identique. 


Exemple. — Prenons, par exemple, la fonction ( 17 ) dc Ja 
page 335, en y faisanl h = a, 




lP(u) 

— a) 


Cette fonction admet les multiplicateurs 

__ 'i/'Ka 

[J. =: I, [X' = e ^ 


elle a comme unique pole double le point u = a ct les points lio- 
mologues. Dans le voisinage du point u = a, on a, par la formule 
de Tajlor, 

H(m)= 


E{ii — a) = (li — a) H'(o) 
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car H(^/) etant impaire, H(o), sent niilles. Done 


H. £/ > 

H { — a i 


•a jH' o < 


Ui — a t 11'^ o 


II a ] —' w — « iria _ - 
, It — a - ll ' o 

I - _ ^ 

■ [ H t a I -r- • u — a j H''( a j ■ 


En elevant au carre, on a enfm 

_ I H-(^j ^ 2 

— ~ {II — a)- H’2(oj {ii —a) iF^Toj 


les Lermes non ecrits formant ime fonction regoliere au point a. 
On a ainsi mis en evidence la partie principale de F(w) au pule a. 
L’element simple avec les multiplicateurs ;x el a' esl actuellemenl 


/(J = 


H't o'i H/' u ~ in ^ 
H i 2a ' II i zz ■ 


La formule de decomposition est enfin 


2 H( a j H I a ) . . IP. a } 

¥{ii = -- fi zz — a i~ —- f\u~^a i. 

H -1 o ) ‘ H - ( o r ^ 


208. MetEode de M. Hermite. — Pour elablir la formule de de¬ 
composition, nous avons suivi one marclie analogue a celle qiie 
nous avons employee pour les fonctions elliptiques (n"^^ 24 el 26). 
M. Hermite etablit cette formule par la melliode suivante, qiie nous 
indiquons a litre d’exercice : 

Soil ¥{u) une fonction aux multiplicateurs non speciaux p 
et p/; designons par v une variable auxiliaire et considerons la 
fonction de v 

^(p)=F(p)/(zz-e). 

Cette fonction est periodique: car, si Ton augmente r 

de Tune des periodes, F(v) se reproduit multiplie par p. on et 

f{u — r) multiplie par - oii done le produit ^(r) ne change 

pas. La fonction ^(v) est done une fonction elliptique. En ecrivant 
que la somme des residus de <l>(c) relalifs aux poles situes dans un 
parallelogramme ou, ce qiii revient au meme, relatifs aux poles 
non homologues, est nulle (n^^ 25), on obtiendra la formule 
cliercbee. 
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Les infinis de sont les infinis des deux facteurs F(c^) 

: les infinis de F((^) sont homologues dcs points 

CL^ • • • ) ^5 

ceux de f{u — (^) sont homologues dii point a. Siipposous, pour 
simplifier, les poles de F(t^’) simples et soient A, B, . . ., L les re- 
sidus de F correspondant aux poles a, bj Les residus clc 

<I)(c^)j relatifs a ces poles, sont 

Xf{LL-a), Bf{u — b), L/(u—l), 

Le residu de <^((^) relatif au pole 0 = ii est 

-F(tO. 

Ecrivant que la somine de ces residus est nulle, on a bicn la 
f ormule clierchee. 

Nous laissons au lecteur le soin d’appliquer la meme mcthode 
au cas des poles multiples. 

209. Multiplicateurs speciaux. — Dans ce qui precede, nous 
avons ecarte le cas ou les multiplicateurs [a et aWerificraient, pour 
des determinations convenables de Logo, el Logp/, la relation 

0) Log [jl' — w' Log [Ji = o. 

Supposons maintenant celte relation remplie : il exisle alors un(‘ 
exponentielle de la forme 

qKu 

admettant ces deux multiplicateurs, car les deux equations 

[j. = p.' = 

donnent pour \ des valeurs compatibles. Cette fonction 

est line fonction n’ayant aucun pole a distance fmie. L’elemeut 
simple appele/(a) n’existe plus dans ce cas, car la constanlc a est 
liomologue du point o. Done les formules de ddcomposilion gc- 
nerale ne s’appliquent pas a ce cas. 

Mais, actuellenient, toute fonction F(«) aux multiplicateurs 



a ei a peui s ecnre 


F (iL _? = u ,, 

^>{u ) elant une fonction elliptique. II sufOra de decomposer ceUe 
fonction en elements simpiles par les formules des 2i 

el 26, et ii en resultera une formule donnant F(z^). Par exeiiiple, 
supposons que F(z^) ail seulement des poles simples Fomologues 
des points 


les residus relatifs aux points a, 6, elant 

A, B, L. 

La fonction elliptique 

<i» (z/) = e-A“ F ( M; 

admel les memes poles avec les residus 

g—e-A^B, .... 

On a done, d'apres la formule (3i) du n^ 24, 

<l> (ZA) = Co -T- e-^'^ AZ(aa — a)-r- BZ(za — ^-a/ L Z ( ia — / j; 

en outre, la somme des residus de la'fonction elliptique ^ elant 
nulle, on a, entre les poles et les residus de F, la relation 

(ig ) ke-^'^-r- . .-h Le-A^= o. 

Revenanl a la fonction donnee F par la formule 

F(aa) = 

on a enfin la formule 


F(tA) = Goe‘^“-f- Z{u~a) 

-h B Z(aa — 6)-h...-f-L Z ( aa — 1). 

On pourrait done prendre actuellement comme element simple la 
fonction 

(p(M) = 6^^ Z( AA) 

et ecrire 


F(aa)= Goe^“-l-Acp(AA — AA)-l-Bcp(AA-&)-f-...H-Lo(AA — 1 ). 
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II est important de remarquer que, si les miiltiplicateiirs soot 
speciaux, les residiis ne peuvent plus etre clioisis arbitrairement: 
ils sont lies aax poles correspondants par ime relation, qui a la 
forme ( 19 ) quand tons les poles sont simples. 

nr. ~ Equation de Lame. Equations de M. Picard. 

210. Equation de Lam 6 . — Une application des plus impor- 
tantes des fonctions doublement periodiqaes de seconde espece, 
on fonctions a multipllcateurs constants, est Fintegration d’lme 
classe d’equations differentielles lineaires et homogenes ayant 
pour coefficients des fonctions elliptiqiies. 

La premiere equation de ce genre a ete consideree par Lame a 
propos de I’equilibre des temperatures dans im cllipsokle homo¬ 
gene. Cette equation, appelee equation de Lame, a d’abord etc 
prise par Lame sous la forme 

(P' y 

= [n{n ■+■ i)JP ^ Ji]y, 


k etant le module, n un entier et h une constante. Lame s’est 
borne a int%rer cette Equation poiii' des valeurs particulieres 
de A choisies de telle facon que reqoalion admette line solution 
qui soitun polynome entier en sn^, ouimpolynome entier e 11 sn^ 
multiplie par I un des trois facteurs cn^, dn^ ou cn^ dn.r. 

Par exemple, quand n = i, Pequation 

= ( 24^2 sn^x-h- h)y, 

admet la solution 

y = snx, 

pour A =:—(! +etla solution 

y = cna?, 

pour h =— I. 

M. Hermite, se plagant dans le cas g<^ndral ou h est quelconque, 
a montre que liquation de Lam<^ pent toujours etre integrde et 
que son int^rale g^nerale est de la forme 


r = gf(^)h-.G'F(—5?), 
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F(x) etant ime fonction a multiplicateurs constanlSy C et C deux 

constantes arbitraires. 


2H. FormederequationdeLamedansIesnotations deM.Weier- 
strass. — Si dans I'equalion 


I d-r 
y dx^ 


k- sn-x -r- h , 


on fait ie cbangement de variable 


^ — -r- jK', 


a designant la nouvelle variable el a ime constante, et si Fon se 
reporte a la formule 


r equation devient 



A 


I 

y 


d-y _ n{n -hi) 

dur ^ 

A‘- sn- ^ 
K 


Introduisons maintenanl la fonction par la formule (ii° 97 ) 


-- = p(wl^2W, ) 

X2sil2“ 

A 



nous obtenons Tequation 


I 

r 


d’^-y 


= 72(71 -h l)pU 


oil I est une constante. C’est la la forme de I’equation de Lame 
dans la notation de M. Weierstrass, telle que nous Favons ren- 
contree au 194. 


212. Integration de Tequation de Lamd pour /2 = i. — Nous 
aliens exposer la methode de M. Hermite pour le cas de ;? = i, 
qui, d’apres les recbercbes de M. HermitCj sc presente dans F^tude 
des mouvements a la Poinsot. Nous raltaclierons ensuite le cas 
ou n est un entier quelconque a un theoreme de M. Picard. 
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L’equation de Lam^, pour n = i, peut s’ecrire 
(30) -~=.^ptc + L 

Essayons de la verifier par la fonction a multiplicateurs constants 

cf (u a) -y 

a et \ designant des constantes. Nous avons, cn prcnant Ics de- 
rivees logarithmiques des deux membres 


Ji die 

et en derlvant de nouveau 


- =z a) — -h 


T / I dfiY 


JKi du^- \ji dll 




Mais d’apres la formule d’addition pour (n° 44) la valeur do 

^ dvi * w • 

- - peut s ecrire 

ji da ‘ 

da % pu — p a 

puisj d’apres la deuxieme formule d’addition pour pu (n'* 45 ), 


. \ fp’u — p'ay- 

p(wH-a) = - C— ^-pu — pa. 

k\pu — pal ^ ^ 


On a done enfin 

I d'^yi , 

--^ = .pu + pa--(Y^) 

\ ^ pu-pa J 

Pour qiie le second membre devienne ^gal a 2 j) 2 /. 4 - on voit 
qa’il suffit de faire 

pa=l, 


Ainsi r^quation ( 20 ) admet la solution 


yi = 

a'u 
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a condition qne la constante a soil determinee par Inequation 

p« = /. 

Comme 1 equation differentielle ne cliange pas qiiand on cliaria:e 
u en — lu elle admel egalement la deuxieme solution 


qiii s’obtient aussi en changeant le signe de a, ce qul esL e\ident 
d’apres Pequation ( 21 ) dont le premier niembre est une foiiction 
paire de a. 

L’equation de Lame pour n = i admet done Fintegrale generale 


^ ill a) ^ ^ ii — a) ^ 

y = Cl- -h C2 - 


Cl et Co designant deux constantes arbitraires. 


213. liquations de M. Picard. — L’equation de Lame rentre 
dans une classe d'equations differentielles lineaires et liomogenes 
qui peuvent etre integrees ^ Taide des fonctions a multiplicateurs 
constants, comme Fa montre M. Picard {Comptes rendus, 1880 , 
i^^semestre. 

Soil line equation lineaire d’ordre n de la forme 


dx^ 








o. 


dontles coefficients sont des fonctions 

elliptiques aiix memes periodes aco et 2 oy'; supposons en outre 
que Fon sache que Fintegrale generale est uniforme en x et n'ad- 
niette pas d’autres slngularites que des poles a distance linie. 

Dans ces conditions, Fequation est integrable a Faide de fonc¬ 
tions a multiplicateurs constants. 

Pour le demontrer, supposons Fequation du troisieme ordre 


( 22 ) 


d^y 

dx^ 


+/3(^)r = O. 


Le raisonnement que nous allons employer s’appliquera a une 
equation d’un ordre quelconque. 
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Le point cle depart est dans ce fait qiie quatre solutions quel- 
conques jo, rs, J.t de Tequation dii troisicme ordre (22) sont 
liees par une relation lineaire et homogene a coefficients constants 
de la forme 

fiiJKi-f- GsJKaH- CsJKsH- G,vJK4 = 0 . 

Soit alors 

cp(^) 

une integrale de Tequation : par hjpotliesc, c’est ime fonction 
uniforme de x. Comme Fequation different!elle nc change pas 
qiiand on change x en x ~h 2 i 0 j ellc admet aussi les integrales 

-f- 2w), /3 = (p(.2? H- 4 w), 6w). 

Entre ces quatre fonctions a lien, quel qiic soit une relation 
de la forme 

(28) Cl cp(;r)-h 0-2 H- 203)-+- G3 o(x -H 4 w)-f“ G;, Cp (.-27 -+- 6 to)= o. 

En supposant C 4 different de zero et divisant par C.-,, on a 

(24) 0(27 6 co) = Cl cp(^)-t- Co -+- 2 a))-t- C3 cp(:r H- 4 w), 

Ci, Co, C 3 designant des constantes determinees. Considerons alors 
la fonction 

(20) ^(x)= o(x)-h I2 -i- 2(Jo)-h )<3 -h .i 0)), 

ouXijXo, I 3 sont des constantes arbitraires. Cette fonction est 
une integrale de Fequation : nous allons monlrer que Fon peut 
determiner les rapports de ces constantes X de telle facon que 

(26) -i- 2 Cd)= ^ <^(07), 

p. etant une constante convenablement choisie. En effet cetie der- 
niere relation s’^crit, en vertu des precedentes (^4) tit (^ 5 ) 

X1 cp -f- 2 co)-i- X2 o (x -h 4 co)-4- X3 [ci o (57)H- C2 cp (;V 2(x))H- C3 cp(x -+- 4 w)] 

= p.[Xi cp( 27 )-f- Xo 4 - 2 a))H- X3 cp(ic H- 4 co)] ; 

d’oii, en egalantles coefficients de ^(^), cf(x -h ato), cp(^ 4 - 4to), 

/ p.Xi —01X3=0, 

< —XiH-pX2—02X3 = 0, 

I . /■ . \ 'N 


( 27 ) 
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L'elimination de Ai, Ao, A 3 entre ces equations donne. poor de¬ 
terminer ;j.j I’equation du Iroisieme degre 

(28) - CsO.-- C.il-l — Ci=0. 

Apres que Ton aura pris pour u. une racine de cette eiquaiioDj 
on tirera des equations ( 2 ^) devenues compatibles les rapports de 
deux des quantiles Ai, Ao, A 3 a la troisieme, et Fon aura aiiisi une 
integrale '^(. 2 ?) telle que 

6 -T- 2 o>) = i± 

En partant maintenant de cette integrale, comme nous sommes 
partis de 'f (^), on montrera que Fon pent determiner des coeffi¬ 
cients constants a', a!,, A 3 de telle facon que Fintegrale 

F {x) = Xi 'hix) Ao 6(^ -T- 2 co^)-4- A3 -i- 4 j 

verifie une relation de la forme 

F(;r 4-a'F(.r). 

D’ailleurs cette fonction F{x) verifie evidemment la relation 
F(a? ~ ‘2W ) = a F (x), 

puisqu’elle est une somme de trois fonctions 6 qui la veriiient se- 
par^ment. 

On a done demontre que Fequation possede an mains une 
integrale F(. 3 ?) admettant deux multiplicateiirs constants. Siippo- 
sons cette integrale trouvee : alors, conformeinent a la theorie ge- 
nerale des equations lineaires, on fera le changement de fonction 

y='P{x')Jzdx, 

s etant la nouvelle fonction inconnue. Cette fonction verifie une 
equation du second ordre 

(^9 = 

dontles coefficients sont periodiques^ comme formes 

rationnellement avec les fonctions sont dou- 
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blement periodiques el les qiiolients 

F'(a^) V{x) 

F(a?)’ F(a;)’ 

qui le sent egalement. En outre, I’integrale generale y de I’equa- 
tion donnee etanl suppos^e eire iiniforme el n’avoir que des p61es 
a dislance finie, la nouvelle fonction 

dxl¥{x)\ 

possede les memes proprietes. L’eqiiation dlfferentielle en ^ 
possMe done les proprietes caracteristiques des equations de 
M. Picard : elle ad met an mo ins une integrale qui est une fonc- 
lion a multiplicateurs constants. On I’abaissera par le meme pre¬ 
cede a une equation du premier ordre qui s’integrera par une 
fonction a multiplicateurs constants. 

Remarque. — Nous avons suppose, dans notre raisonnement, 
C/, different de zero. Si C 4 etait nul (equation aS), on aurait 

Cio(i?7)H-G2Cp(a7-+-2a))-}- G3Cp(a7-+-4t»)) = 0. 

Alors on SLipposerail C 3 different de zero et Ton aurait 

cp(ir -h 4f»^) = Cl cp(a?)H- Ca cp(^H- 2co); 

on poserait 

et on determinerait le rapport^ par la condition 

-f- 2C0) = [Jl 

p. designant une constante. Les conclusions sent done les memes. 

Le cadre de cet Ouvrage ne nous permet pas d’entrer dans le 
detail des divers cas qui peuvent se presenter. Nous renverrons le 
lecteur aux Memoires de M. Picard {Journal de Crellcy t. 90) et 
^eM..Y\o(\\xQ^\.{Aiinales de V Ecole Norniale^y 1 .1, i884). 

214. Retour a r^quation. de Lam6. — Prenons comme exemple 
Tequation de Lam^ 

£ ^ 

y du'^ 


n{n -4-1) p w 
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ou 11 est un entier qiie Ton pent toiijours suppost-r positif, cur 
Tequation ne change pas par le changement <Je /? eii — // _ i . || 
resulte des tlieoremes siir ies equations iineaires etahlis par 
M. Fuchs (^) que cette equation a, quel que soil /, line inteirrale 
generale uniforme ne possedant d'aiitres singularites que des pofes 
a distance fioie. On pent done afiiriiier, d'apres le iheoivme de 
M. Picard, que eette equation est integrable a Faide des fonctions 
a multiplicateurs constants. Voyons quels seront les pules de ces 
fonctions et leur ordre de niultiplicite. 

Soit u = a un pole, d’ordre a, d'une integrale r: on a, clans le 
voisinage de ce point, 

j = C{ii — -s- — a)-^ X.2> ic — a )- —...], 

C, Ai, Ao designant des constantes. On cn conclut 

I dy _ a \i u ■— n ! —. . . 

y da a — a i — X^ \ u — a . -r-.. . ’ 


OU, en developpant le second rapport suivant les puissances de 
a — a, 


I dy 
y da 


% 


a — a 


Ai Bj (' — a \ . 


Differentions par rapport a il vient 

^ /a ^ _i_ g 

y da- \jr 'da) {a — ap ' i • • • •' 

et, en remplacant ^ par sa valeiir, 

1 0 __ 

y da- {a — a)- a—a 

D’apres Fequation de Lame, ceci doit etre egal a 

71 ( fl —i“ I} P “1“ ^ • 

Comnie les seuls poles de pu sont o et les points homologues, 
a dolt etre egal a o ou homologue de o. Coinme la partie prin- 


p) Journal de Crelle, t. 66 , p. 121. 
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cipale de pu daas le voisinage d’lm de ses poles est 


oa doit avoir 


(w — a)- 
a(a i) =-4- i), aAj = 0. 

La premiere relation exige, puisque cl ei n sont positifs, 


H la seconde 


a. = 71 
Aj = 0. 


Ainsi Line integrale quelconque de Tequation de Lame admet, 
comme seals poles, les points homologues de o : tons ces p61es 
sont d’ordre /?. Noas savons d’autre part que requation de Lame 
adinet an moins une integrale qui est line fonction a mnltipli- 
cateiirs constants. D’apres la formiile (8) du n® 202, qai donne 
line fonction a miiltiplicateiirs conslanls comme le quotient de 
deux prodiiits de fonctions H mettant en evidence les poles et 
les zeros, cette integraleest necessairement de la forme 


7i = 


. , H (37 -+- Cti') n ( ^ H— Cl-2 ) . . . II ( ^ -4“ Clfi ) 

A e''^ -rr—- 


oa, avec les notations de M. Weierstrass, 

II reste a determiner les constantes 


^17 • *' j cXfi^ X, 

de fagon qae cette fonction verifie Tequalion de Lamd; c’cst ce 
que Ton fera par un calcul analogue a celai que nous avons de- 
veloppe (n° 212) pour le cas simple de n = i. 

L’equation admettra une deuxieme integrale, jo ddduite de 
par le changement de ^ en On rctrouve ainsi les resultals 

de M. Hermite. 



CHAPITRE XII. 

FOXCTIONS A MULTIPLICATEURS EXPOXENTIELS OU FOXCTIOXS 
DOUBLEMEXT P£llIODIQUES DE TR0I5IEME ESPECE. 


21 o. Definition. — M. Hemiite a appele fonction doublement 
periodique de troisieme espece une fonction iiniforme n'ad- 
mettanL d’autres singularites que des poles a distance fmie ct 
verifiant deux equations de la forme 

'-p (X -r- 1 CO ; = e 'z{x I. 

o (j? -f- 2toA = 


(0 


a\ h' designant des constantes. Les facleiirs et 
par lesquels la fonction est multipliee qiiand Fargument croit 
d’une periode, sont les multiplica tears de la fonction : ces mul- 
tiplicateurs sont acluellement des exponentielles lineaires en x. 
L’etude de ces fonctions a ete faite par M. Hermite {Comptes 
rendas, i86i et 1862; Journal de Crelle, t. 100 ): par M. Biehler 
(These de Doctoral, 1879) et par M. Appell (Annales de VEcole 
Normale, 3 ® serie, t. I, II, III et V). Des exemples simples de ce 
genre de fonctions sont fournis immediatement par les fonctions 
o', H, 0 , .... D’une maniere generale, la fonction 


(2) 


cp(x)= 


H( X — hi)ll(x — b-i) 
H(x — — a A 


.11 (x — bp) 
.H{ X — Gq) ’ 


Oil le nombre p des fonctions H an numerateur est different da 
nombre cj des niemes fonctions an denomlnateur, est une fonction 
doublement periodique de troisieme esptxe. Nous verrons plus 
loin que, reciproquement, toiiLe fonction doublement periodique 
de troisieme espece pent etre mise sous cette forme. Nous donne- 
rons encore deux expressions principales de ces fonctions : Fime, 
par un quotient tel que (2) de deux produits de fonction H, 
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mettant en evidence les zeros et les poles; Fautre, par une somme 
d’eleinents simples, mettant en evidence les poles et les parties 
principales correspondantes. 

216. SimpMcation des relations qn© verifie nne fonction a mul- 
tiplicatenrs exponentiels. — Soit une fonction ^{x) telle qiie 

-f-2 0)) = 

cp(a? -h 20)'} = cp(a?). 

Posoos, en designant par X et p. des constantes, 

f(^cc)= cp(5?). 


On pent toujours determiner X et a de fa^on qiie f(x) admette la 
periode e’est-a-dire ne change pas de valeur quand x croit 
de 2 0). En effet on a 

/ ( 2’ H- 2 CO ) . ^ „ 

•L - L — g't Acoa:-t-iiAw“-t-2uLci)-t-«a:-i-/; 

A^) 

et pour rendre cette exponentielle dgale a i, il suflit dc deter- 
ininer X et p. par les deux equations du premier degre 

( 3 ) 4 Xco = — a, 4 ^0)2 -h- 2 ijLco = — ^. 

La fonction f{x) verifie alors deux relations dc la forme 

S /(27-4-2a)) =/(^), 

i /(^-i-2 0)') = 

A el B designanl deux constantes dont la premiere a pour valeur 

4 /X , , CO a' — a to' 

A = 4 Aco -i- a -- 

CO 

Comme la fonclionyadmet la p^riode 20), les deux inembres 
de la seconde relation (4) ne doivent pas changer quand x croit 
de 20) : on a done 

1, 2 Aco =:-~2N'n:t, 

N designant un entier positif ou negatif. Les relations (4) s’e- 



f X — •? t'J 

/ ,r — o --J 

Si i enlier X etail mil la ioiiction J' x derail une funclion aii\ 
iiiiiitiplicateiirs coD.'rtaiits i el ronr-u’o'is qiip nous venou? tfr- 
liiclier. Xoiis s'o no- •o;:..'- done X diliereni de zero, liaiis ceile 
iiypoiliese. on pent encore siiiipliller on pen les relafujiis ei- 
dessus, eii prenanl comme noiiveile variable 

Bw 

u = X — 

o it: 

et posant 

F i a , = J i i( — I • 

Cette fonction F(//) veriiie aiors les deux relations 
F ( Ll -r- ‘2 OJJ = F (’ « «, 

( 5) .NO:r» 

( F1 zi — Lioj' j “ e Ft ix. 

G'est a cetle forme simple qiie nous supposeroiis loujours qiie Ton 
ail ramene les deux relations veriiiees par une fonction doiible- 
ment periodique de troisieme espece. 

217. Exemple du cas N = r. — La fonction 

(6) Ef zz) = e~^ Hj (zz) = — ~ H (zz — to | 

' \q ' vq 

est une fonction regnliere en tons les points a distance finie ou 
ce qiie Ton appelle encore une fonction enticre de car elle se 
comporte comme im polynome eii tous les points a distance finie. 
D’apres les proprietes de la fonction Hi, on a 

Hi (zz 2 CO) = — Hi (zz), 

Hi (zz-r-2 0)') = e '^^^Hi(zz); 

ce sont les formiiles du n° 76, ou nous ecrivons ato et aco' au lieu 
de aK et afKb II en resulte que la fonction E(zz) verifie les rela- 

A. ET L. 23 




/ E(^^ -f- 2 to) — E( z^), 

(7) I _ 

( E(W“r-2o/)=e ^ E(zz), 

relations de la forme (5) ou N=:: i. Cette fonction enliere E(w) 
est partoiit finie; elle a les memes zeros qne (?^), a savoir : le 
point a = bi el les points homologucs; il y a iin ct un seul de ces 
zeros dans cliaque parallelogrammc des periodes. 

Nous avons donne pour Hi (u) la serie suivantc (p. t i5) 

(2/2-i-l)- (2//4-l)Z7r« 

q e ^ ^ 

n =- — 00 


!!,(«) = 


La fonction E(^^) est done donnee par la serie 


E(«)= ^ 

;2 =r — 00 

oil encore, en changeant n en a - 


/> £0 


-inOi—i) (> to 


!. — Deco3iposition en facteurs. Consequences. 

218. Premiere expression d’une fonction donblement p6riodiqiie 
de troisitoe espece. — Soit ime fonction F(^/) vcrifianl les rela¬ 
tions 

[ ¥(ii-h 20 )) — F{U), 

( 8 ) j N / Ti: // 

( F (zz - 4 - 2 oj') = e ^ F (), 

ou N est im entier positif ou negalif. Si nous elevons a la puis¬ 
sance N la fonction E(z^) du numero precedent, nous obtiendrons 
une fonction 

E^(zz), 

verifiant les deux relations 

E^'(zz - 420 ))= E^(zz), 

_ 

E'^^zz 4 -2to') = 6 <*> E^{u). 



F 0 X C T 10 X S A U L T I P L IC IT E r II 

D’apres cela ie quotient 


S EXP.jXEXTI ELS. 


fl> 


est line fonctioii eIUpllqii^\ On a en efiel 

, II — 2 tu I = fp It . tl -'> C-j' . r- E) . 

Cette fonctioii eriintiqrt? a, dans im paraiidlo^e-ramiiie des pe- 
riodes, autant de zeros que de pules: oo neul i'ecrire -i-0 


^ 9) 


u \ ~ X 


Bi u — ilh tf — Ij.2 ■ • • • - 

III ii — a I} 11 ■ j... II« zz — 


SOUS la condition 


' 10 j 




De celte premiere expression de la fonciion Fi//'i sous la 
forme 


F ^ in = E^' r u , u 1, 

on conclat imniedialement les resiiltals suivanls. Xoiis distinp^ue- 
rons deux cas : i"* Fen tier X est posltif; 2'* Fen tier X est neg-atif. 


Cas de X posltif. — Si nous posoiis X = np m positif, le 
facteur E"^(;/) est une fonciion ne devenanl pas iiifinie et admeltant 
comme zeros d'ordre m le point co et les points liomologues. On 
a alors, en remplacant E(w) par son expression (6), 


Ui) 


m 7: T/i 

F (zz:) — B e - ^ 


II"' (Li — CO ) H f zz — hi)}l( It — bif... fl (u — hr) 

H(zz — ai) Hi u — cio)...IIuz — a,.) 


II pent sefaire, dans cette expression, que certains des points at, 
cu^ ... coincident avec to 011 soient liomologues de co : il j aurait 
aiors des reductions evidentes. Mais; dans tons les cas, en 
comptaiit cliaque zero et cliaque pole avec son degre de mullipli- 
cite, on a le iheoreme suivant : 

Si N est egal a un entier positif /??, la fonctioii F(z/) a, dans 
itii p ar a lie lo gramme des periodes^ m zeros de plus cque de 
poles* La sotnme de ces zeros, diniiiiuee de la somme de ces 
infuxis, est congrue d mto* La premiere partie de ce tlieoreme 
est evidente d’apres la formule (ii); quant a la deiixieme, la 
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somme des zeros, diminiiee de la somme des infmis, est congrue a 

772. Cl) -h bi-\- . . . -T- bp Cli 

c’est-a-dire a mto d’apres la relation (lo). 

Reciproqnement, soient , ao, . . a,.; [3i, (io, • • •, pr+m des 

constanles verifiant la relation 


P/’+W *^1 ^2 ••• 771 cii, 


la fonction 


7 n TC iii 

F(a) = Be^^ 


H (u — (31) H (M — {^2) • • • H () 
ll{u — ai).. Ai{a — a,.) 


est line fonction verifiant les relations 

f}} TC r/i 

F ( Zi-H aco) = F( 7t), F( 7^-h 2 C 1 )') = (3 F(77), 

comme il resiiltc des proprietes de la fonction II. 

7?7 7C //i 

Fonctioiis entieres admettant les multipllcateurs i ete ^ . 
— Quand N est egal a nn entier positif nous venons de voir 
que la fonction F a m zeros de plus quo de poles : il peat sc faire 
qu’elle n’ait pas de poles du Lout : alors e’esL une fonction cnticrc 
©( 77 ) ayant dans un parallelogramme ni zeros 

P 15 ^ 2 ? •••5 pw; 

ces fonctions particulieres out pour expressions 

771% 7li 

€( 77 )= Be 2(0 H(77 — pi) 11(77 — po). . .11(77 — p,,,), 

avec la condition 

P 1 + P 2 ■+■ • • • ■+■ P //i = 777 CO. 

Onvoit que la fonction entiercla plus generalc, verifiant les deux 
relations 

/ €(77-i-aco) = €( 77 ), 

( 12 ) I _ 777 71 Ui 

( €(77 4-2co')=e ^ 05(u), 

depend de 7?2 constantes arbitraires B, [ii, [io, : clle est 

determlnee, a un facteur constant pres B, quand on connait (m — i) 
de ces zeros. Nous allons montrer que la fonction entiere la plus 
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generale verifiant ies rekiiiori> 'r.> , peiil >'ex3 rirrixr 
lineaire et liomogtiie de m foiicliHriS - k:: d, ^ \cr;:ia; 
relations. Pour cela. reiriarquons que toiue foncli'^r 
niettant la periode pent elre ropivsenlee par iin^ 

forme 


fMnelioii 
:s irir-mc^ 
lirFf* acl- 
i'ie de la 


ilont ciiaqiie ierme adiiiet la periode ace. Eii clesiirnanl loiijoiirs 

riuv i 

par q la quantile e ^ , on a 

^{ii — 'Iuj'} — ^ A..^e “ , 


D’apres la seconde des relations (la^i ces deux series doivent elre 
identiques. En egalant dans ces series ies coerficieoLs des memes 

t: iti 

puissances de e ^ , on a 

(if) ( /I = O, = I, “ 2 , ..... 

D’apres cette relation unique entre les coefficients, on voil que 
i’on pent prendre arbitrairement xAq, Ai , .. \m-i et determiner 
ensiiite tous Ies coefficients. 

Ainsi en faisanl successivemenl ii = n = m, n — 2 m, ..., 
n rzz^v — i);7Zj on a 

Kffi — Aqj A-2m~ • • •; Ay/;j, = Aj-v—i];/znWj 

d’ou, en multipliant, 

(lo) Av,„= 

en faisant de meme, dans (i4), n :=— 2m , ...5 

n =— p.m et mullipliant, on verifiera que la formule (i5) subsiste 
pour V negatif. Tous les coefficients sont ainsi exprimes a 
I’aide de Aq. Par un calcul semblable on exprime tous les coeffi¬ 
cients Avm+i en fonction de A<, Avm +2 en fonction de Ao, 
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Avw+ 77 z_i en fonction de On trouve 

Av;;^+l= Ai^v(V-l)m- 4 - 2 V^ 

Av;;,+ p= A2^VlV-l)m-h2pv^ 

.. 

A — A , ( 7 V{V—l)//i-l-2(/rt—iJv 

En portant ces valenrs dans le developpement de la fonction en- 
tiere on tronve qidil prend la forme suivantc 


€( zi) = Aq Eo(zi)H- Ai El( .. .-7- Ap Ep( -f-... H- Km-i (zz), 


ou Eo, El, ... designent les fonctions entiercs suivantes 


(i6) 


E„(;0= 2 ^ 


v[v— 1 )t) 1(> 0) 


V — — 00 

. V=-l- 00 


Ei(zz) = e‘^ ^ ^v(v-: 


l)ni-{-‘iVp 0) 


°° V m TV in 

Eg{ic)=ze^ \ ^V(V-l)w4-2pvg““a) ^ 

v =—00 


Ainsi, commenoiis I’avons dit, la fonclion enlicrc la plus gene- 

in 70111 . 

rale admettant les mulliplicateurs i cl e " est une foncllon 
lineaire el homogene de m fonctions speciales Eo, E,, ..E„,_,. 
L’expression de celte fonction contient/n constanlcs arbilraircs 
Ao, A,, Am_, dont on pent determiner les rapports dc faQOn 
que la fonction €{u) admette m — i zeros |3,, p., p,„_, 

donnes a I’avance. Ces fonctions Ep s’expriment tonics al’aide de 
la premiere : on a evidemment 

p7C rd 

Ep(zz)=6~Eo 

D ailleurs la fonction Eo s’exprime aisement par une fonction 
de Jacobi. En effet, reprenons la fonction E(z^) constriiite plus 
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haul (n“ 217 ) avec les perioJes 2w c! 

I to, oj', = 'e 

V CO 

j ’Em 

= -Ttr Hi . « ! Cs), (li" , 

i q 

oil nous metLoiis en evidence les periodes avani servi a conslruire 

la fonction Hi. Si dans cette fomiule on cliane:e w en di. e 

in ^ 

se cliang-e en el la serie du second membre devient precise- 

ment Eo{z^). On a done 


tiy ! ll J — E I Z£ 5 to I - . 6 ~ "*■* II ! ( ll - ! t'J ! . 

\ J j m / 

220- Gas de N negatif. *— Siipposons maiiilenant X negaiif, el 

posons 

X — — m , 

Oil jn est im entier positif. Lesfonedons a cludier sont alors telles 
que 

F( M 4- 2W) = F( Z£), 

n? t: iti 

F(u-i-2(^}') — e “ Fa£j. 

On conclut immediatement de ces relations 

I _ I 

F(Z£-r-2a)j F(Z£j’ 


F(^/£-i-sito'; F(w) 

L’inverse ~— de la fonedon a etudier est done ime fonction 

m rz Tii 

aux muldplieateurs i et e ^ (m positif), e’est-a-dire ime des 
onctions da numero precedent. L’inverse pout done s'ecrire 

_ __— ij 6 - ^- - - ---- 5 

F(z£) l-i(w — ai. .11 ( u — y.r} 





avec la condllion 


-f- |jo -f~ . . . -}■" [j/•+/// ^2 • * • • 


La fonction F{u) a done poar expression ge 


general e 


m Tu III 

F(ff) = Ge""^ 


H ( — 0 : 1 ). . .E(ll —• Q^r) 

H ( — |3 J ) . . . H ( py-+-//i ) 


Elle a, dans un parallelogrammc des periodcs, m poles de plus 
que de zeros, et la difference entre la somme de ces poles et de ces 
zeros est congrue a 7?2to. 

II ne pent done pas exisLer de fonctions aiix oiulLiplicateiirs 1 

7)1 7 : ui 

el e ^ , n’ajant pas de poles. Mais il en exisle qiii n’ont pas de 
zeros: ce sont les inverses — des fonctions sans poles dii nii- 
mero precedent. 


IL — Decomposition en elements simples. 


221. Etude de relement simple. — Dcsignons par x el y deux 
variables independantes, par ni un enlicr posilif, et considerons 
la fonction de ^ et jp definic par la serie 


('7) 


n=:+-ca ^ . 

^ „ rnnizyi ^ 

7w(^j JK) = ^ e ^ cot“ (a ?—y — 2 ihm') 


oil bien 
( 18 ) 


yjn(^,y) = 



jnn Tzyi 

Q to q}n/i[n—i) 


'K[T-y)i 

g O) _1_ q^/i 

TTl.t- -y)l 


g 0 ) __ q'-iti 


Cette serie est convergente pour touLcs les valeurs dc x el y a 
I’exception de celles qui verifientla condition 

cc —jK = 2 71W-e 2 /i'to' (71 ct n'entiers), 


et pour lesqiielles un des termes de la serie devient infini. 

Si Pon considere x comme line constante et y comine variable, 
la fonction y) est une fonction imiforme de y n’ayant a 

distance finie d’aiitres points singuHers que des poles da premier 


FOXCTIO.XS A -¥ CLTIPLICATCURS E XPO\E XT i E LS. jbi 

ordrC; a savoir les points 

r = X — 2 tsi — o n' b)': 

!e residu relatif an pole j' — x est — i, car ie seiii lerme di‘ ia 
serie qui devieiil iiiGni pour = x cst 


-cot- IX — V . 

‘1 OJ 2 Oi 


Cette fonction verifie les deux relations siiivaiiles, qui s'etabiissent 
aisenient: 

( 7 .W* ‘T, JK 2 tlJ I r= .r. y .. 




m 72}'! 

Ini t X, J -f- 2 = e w 


Cette fonction y;;^ de ia \ariable^r adinet done les 


:atcur< 


m t: yi 


I et e ^ : elle a dans iin parallelo^ramnie (in — i) zeros et im 

pole liomologue de x. 

Si Ton considere, an contraire, y comme ime constaiile et x 
comme variable, il se presente des circonslances ciitierement 
differentes. La fonction '/wCr, j') est alors une fonction iniifornie 
de X n’ayant a distance fmie d’aiitres points singuliers que des 
poles du premier ordre. a savoir les points 


a? = y 2 ;i 0) 2 w'; 


ie residu de cette fonction relatif an pule x = r est egal a —i. 
Elle verifie d’abord la relation evidente 

(20) y,;,(x-f-2Ct), y) = yjn(x, r), 


puis requation 


y(x "T- 2 w , ) — 6 ^ y ) 


( 21 ) 


“ /Eo(r) 

2ti) 


(—1) 'H.W 


'Ei(y)—--- 


. {m — yr^xi 

--e 

— — e “ E„,_,(r), 

CO 
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ou les m fonctioas Eo, E,, . .E;^„^ sont celles qoi oiU etc de- 
fmies plus liaut (n® 219). 

Pour demontrer cette relation fondamentale ( 21 ), remarquons 
quela serie ( 18 ) nous donne 





TTf.r—j 


mn'KVi 

0 to q7}m[n~-\) 


TX(.r— J)7 

g to _ q^lin-l) 


ouj en cliangeant n en /z -f- 1 , 


n = -{- 

y„,(x+2m',y) = ^ 2 
n — — 


e 


7n{n-^\) izyi 
to 


'K{x-~y)i 


9 


77l7l{7l-y\) 


0 (Si ^ q^n 

Tc (■<" —y)i 

0 (Si — q^lri 


Si nous formons alors la difference 


X.W”T-2j')—^ ^ yj7i{^^y)^ 

nous obtenons one serie qui peat s’ecrire 


( 22 ) 


t: i 
2 tO 


( « -I- 1 1 7U>7 


y7}l7l{7l—\) 


t — Li 


en posant, pour un moment, 

r^i.y — Y) i 

(23) e ^ =rzt, 

En effectuant la division, on a 

( f ^ jl\( ijm _ f77i 1 

^- L u .-h n'"), 

f _ jr ^ ^ 


et en substituant dans la serie ( 22 ) on voit qiie cette serie sc pai'- 
tage en (m -h i) series. 

La pi'emiere de ces series est 


TTt 
2 W 


2 


7n{77-\-\) 'Kyi 

0 0> 0q77l7l\jl—l) l/n 


c*est-a-dii'e, d’apres la valeur de 


2 Cl) 


e 


.72—— 1 — 
yn'izxi 



77771 'Kyi 

e ^ q 


7)l7l{7l-~l) 
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ou enfin 


■ e E,, 


La deuxieme de ces series est de meme 


e q77in^a~l' 


c’est-a-dire 


ou enfin 


- Q fJ g CO ^ 

fo Z-o 


e qmn'::—l —2-^ 


m — t t: f'i 


CO * - ^ 

xlinsi de suite. La (; — de ces series est 


I m — s t: .VI ot: 


-li ^ CO ^ (ti Q CO —■■2:.‘Z 

CO Xa ^ 


OU 


‘771 — Cr t: .r/ 


-L. £> CO E^( y). 

CO r* 

La derniere ou [m -i- de ces series est 

e ^ q77l!lK7l—11^2 Tim ^ 


^f^TZYl _ ?72n7ZYi 


c’est-a-dire 

oil enfin 


?72 ( /I -r- I'l ” Yt 


. f p CO rj772n[n-hl': 

20^ Zd^ ^ 




comme on le voit en cliangeant, dans la derniere ^7 /i en /i — i. 
Ce caicul demontre la formule (21). 

On a ainsi les proprietes foiidamentales de I’element simple 

7,77i(^j y)- 


222. Becomposition ©n elements simples dans le cas od N ©st ne- 
gatif, IN = —7^. —■ Soil F(t^) line fonction aux multiplicaleurs i 

mTZui 

el e ^ ^ m etant positif. Une telle fonction possede an moins m 
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poles dans un parallelogramme des periodes. Supposons qii’elie 
ait r poles simples homologues des points 

a, h, I 


et que les residiis aux points , Z soient 

A, B, L. 


Ces poles et les residiis correspondants sont lies par m relations 
qiril est aise de former. 

Relations entre les poles et les resiclas, — Considerons nne 
des in fonctions entieres Ep(z/.) du 219 qai admeitent les mul- 

VI7C iii 

tiplicateiirs i et e P . Le produit 

<J>(zO= F(z^)Ep(iO 


est line fonction elliptiqiie aux periodes 2to et En elTct, les 
deux facteurs admettent separeinent la pcriode 20) ct, quand u 

ni TT vi 

croit de 2 le premier facteur est multiplic par e ^ , le dcuxicmc 

?tl 71 ui 

par e ^ et le produit ne change pas. Cette fonction elliptiquc 
a les memes poles queF(z^), car le facteur Ep(z^) n’a pas de poles. 
Le residu de <I>(w) an pole = <2 est AEp(a), car on a, an voisi- 
nage de u=z a^ 

A 

F(zz)=-h fonction rec:ulierc, 

u — a ^ 

Ep = Ep(^x)-i-(M- Cl ) Ep ( (2 ) -h . . . j 


d’ou, en multipllant, 


A Ep( ct^ 


■ fonction rdgulicre. 


Les residus de relatifs aux autres poles sont de meme 

BEp( 6 ), ..., LEp(/). La somme des residus d’une fonction ellip- 
lique etant nulle, on a la relation 

^^ 4 ) A Ep(<2) H-B Ep(6)-h...-f-L Ep = o. 

En attribuant a I’indice p les m xaleurs o, 1,2, ..., ;n — i 
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(ri° 219 ;, on oblienl ainsi m relaiiuns nbcessaire^ t-iilre le- 

et ies resicliis de Fi’ w'. 


Decomposition en elements simples. — Coosideroos la diift— 

rence 

( 25 ) ! = Ft^ t 7 * — A — B y^v: • «. 6 j —... — Ly u, I ; 

nous allons monlrer qiie ceUe dilKrence Y est idemiquement 
nulle. Tout d'abord la fonction Tf'//) ainsi construile aduiei ie< 

m T. id 

miiltiplicateurs i et e : on a evideniment 

W t’ U -s- 2 OJ i = W l ll , 

car chaque terme dii second niembre admel ia periode y.tu: vovons 
ce que devient ie second membre quand ii croil de 2 ca' : on a 

d'abord 

m ’7Z ui 

F ^ ll — 2 oj'i —e ^ F^ii\~o. 

puis 

7/2 TT/zi 

yjn ( u -s- a }— e ^ -f m f ll, a ) 

, / m t: id ' . nz —I t: id . tzuI 

= - yEofrti—— e " (< 2 j—e “ , 

2 CO to ‘ CO 

rnTZiii 

fjn (z/^'+’^COjZ?) — 6 ^ y ^/;2 , h ) 

( rn t: id \ , im — 1 17 :id . izid 

’ZIXJ ^ CO Co 


comme il resiilte de la relation fondainenlale (21) dans laquelle 
on remplace sc par u et y par a, ou Z?, ..ou /. D’apres cela la 
difference 

m Tl ui 

W(u) — e ^ W{u) 

peut s’ecrire 


Tzi 

2(0 


I -+- e 


m TT 2/A 


Eo (} ■+• B Eq ( 6) -T-... -f- L Eq ( /)] , 


{m — 1 ) 71: ui 

e ^ 


CO 


[AEi(a)-r-BEi( 6 )H-...-T-LEi(Zj], 


• 711/1 

— Ill Q oi [A E/;2_i( a) -h B E,;2_i()-h...h- E E,;2-i( Z;] ; 

CO 
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cette diff 6 'ence est done mille, puisque cliacunc des sommes enlre 
crochets est nulle en vertu des relations (24) entre Ics poles et les 
residus. Ainsi la fonction ¥(t^) verilie les deux I’clalions 

( 2G ) I Tt 

( “ W(u). 

De plus cette fonction ¥ est fioie on tons les points a distance 
finie; elle n’a plus de poles. Par cxemple, dans le voisinage do 
iiz=z a, on a 

^ -h fonction recrulicro, 

^ ^ u~— a 

a) = -i-fonction regiilicre, 

etles autres fonctions i 1 ) ‘‘^ooL rcgulicres an 

point a : dans la combinaison donnanl '^F(?/), —^ — disparailj 

et W[u) est regiiliere an point a. Ellc Pest egalemeiiL aiix points 
Z), I el aiix points lioinologiics. resume, est line fonc¬ 

tion sans poles verifianl les relations (.o( 3 ). Mais nous avons vii 
qu’il n’existe pas de fonctions sans poles verifianl ccs rela¬ 
tions (n® 220 ) : done ¥(?/) est identiquement nulle cL Fon a la 
formiile 

(^/ ) F (?^) = A (Zi, ) + B ) -1-.. . -i- L y ,fi (zz., /), 

qui est la formule de decomposition clierclice, mettant en evidence 
les poles deF(?/), a, b, I etles residus A, B, L. 

Reciproqiiement, si a, I sent des points arbitraircs, non 

liomologues deux a deux, et A, B, ..L des conslantes verifiant 
les relations (24), Fexpression definit line fonction aux 

m 7U ui 

multiplicateurs i et e adnieitant comme poles simples les 
points a, I avecles residus A, B, .... L, et Icurs liomologues. 

Remarque. — On obtiendrait cette meme formule de decom¬ 
position en considerant le produit 

n(p)=:F(p)y(z^,t;), 

comme line fonction de v. Ce produit 11(c) est line fonction ellip- 
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liqiie aux periodes aw et aw', car les de i\ F r »*l 

out des TEe!!”’*-! icr.!eAiovers^'s: ceilc fonclion v 
admet cooime pules les points lioniolon’iies de 

r = i' zzz h, .... f ~ /. {■—[/, 

avec les residos respeclifs 

A u. a . B Yjn^' i(- ^1. . -L -/,,e ze F, — F u : 

['expression da dernier de cesresidiis resuhe de ce qiie '//. i' . 
regarde comme fonclion de c, admel le pule simple i- = u avec ie 
residii — i (n° 221V En ecrivanl qoe la sonime des residiis de la 
fonclion elliptiquCj relalifs aiix pules non liomulogoes, est nulle. 
on a imniedialemenl la forniiile de deconiposition aj' . 

Cas des poles maltipies. — iXons avons ecril la formule de 
decomposition et les relations cntre les |iules et les residos dans 
le cas des poles simples. Si les poles sont miilliples ces formiiles 
ce generalisenl, conime cellos qiie nous avons donnees • n " 2l] 
et 207) poor les fonctions eUipliqnes et les fonctions k iiiulliplica- 
rcnrs constants. Bornons-noos a ecrire ccs formiiles. Supposons 

ir? 77 It! 

qne la fonclion F(aux multiplicateurs i etc “ admette les 
poles rt, .... I avec les parlies principales 

A. Ai _^ ^ 

u — a ‘ {II — a/- ‘ ‘ * ill — a 

B Bi _ Bp-i 

ii — b i u — b)- ‘ ‘ * ‘ i ll — 


on aura la formule 


F (“) = 2 7."‘ (-■^1 


d Jm (u,ct) ^ d- yjn( n. a ) 
da ' 1 .2 iia- 

Ag-i d'^-^ Jjniu, ^) ~ 

1 . 2 ... (a — I j da^~^ 


la somme etant etendne a tons les poles. En outre, les relations 
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entre les poles etles coefficients des parties principales sont 


2 [AEp(a)+. 


cZEo(a) A.-, cZ-Ep(a) 


da 1. da- 




1.2... (a— I) da''-^- 


H=°’ 


)u Eon fait successivemenl p = 0 , i, 2, —i] 


223 . Exemple. — Soil 




Cette fonction verifie les relations 


cp(a: -T- 2to) ” cp(^r), 


2 Tt i / , to \ 

-{ .r+(o'- •- 

cp ( 4 - 2 to j “ e A - / Cp (.%• ; 


Si done on fait, pour im moment, 


4- to'-= u, 


cp ( u — to '4 -) = F( 


cette fonction F verifie les cleiiK equations 


F(zz 4-2to) = F (zz), F(zz-h 2to') = e ^ F(zz). 


Pour cette fonction F le nombrc entler designc par m esl don 
La fonction admet dans un parallclogrammc dcs pcric 


les deux poles simples 0 etco aveclcs residus rcspcctifs 


et ~ Comme ii est egal a x to'— la fonc 


F(ii) admet les deux poles 


7 / 

0 = (0 4 - 7 

2 


avec les memes residus 


H'(o)Hi(o)’ 


H'(o)Hi(o)’ 




FoxcTioxs A yjr LTivLiKxi Ki i:x p :.xi 
Oo a done la Lrouile de ' ’ df 


F II - - A It. — |j y._ i?. Ij , 

d'oLi, cn revenan: a la variaLle lA r.-:... 'i. - A. IJ. -a b pair 
leiirs vale 11 rs 

Hdo i li; ! O I / . C'J . a 

nrpTTirPP 7.2 ■—- .• 


Si Ton iiiel pour ces fouclions -j.;. !es sorics .^ervaiii de uciiiiilion. 

on a 

H'( oj Hif'o ) 

Mix) 


-1 j” g- 


CPjt - 


A 11 ej 




La secoiide colanii’eiile esl eu’ale a — lana"— dr 2/2«’ : on a 

^ ^ -A ijj ' 

done eiidn, en rddoisanl, 


ll'\ o j Hi f o') 
11 ur j 111 



Sill — 4 2’ — . 

to 


Oa etablira de meme, a litre d'exercice, la formule 


Q{x) 6 i{X} uj ^ 


L' - 
cot - f 
10 


— i 2 It - I } Cu J. 


M. Hermite a monlre Finiporlance qiie presenlenl les dcveloppe- 
menls de ce genre pour les applicalions a IdirHInnetique. 

224. Formule de decomposition dans le cas de N positif. X = m. 

m 'TZ id 

— SoitF(z/) one foiiclion aiix iniiltiplicaLCurs i el e ^ . Sup- 
posons que cetle foiiction admelte les pules simples b, I 
non deux a deux lioniologiies, avec les residiis A, B, ..L. L’ex- 
pression 

W () — F(M j + A yjn (^2, )-T- B y^m. .-r- L y^(Ij ii ) 

esl unc fonction aiix monies muldplicateiirs, mais n'ayant plus 
A. ET L. ^4 
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depoles. En effet, chaciine des fonclions F(u), u), .... 

7)7 71 Iti 

y„j(4 u) admel les multipUcateurs i el e " (n" 221). En outre, 

dans le voisinage de a = ci par cxempic, on a 

Y(u)~ - -H fonction rei:»'uIiErc5 

V ^ II — a 

y7u{a, u) = --h fonction rep^ulicrc, 

el les autres fonclions ^0? •••7 ^0 regulicrcs. 

Dans la combinaison donnanl 1^, di^P^i'aiL Lc nicmc fail sc 

prodiiit en tons les poles cle F(/^). La fonction adincttant 

777 TC III 

les multiplicateurs 1 et e et elant parlonl linicj est unc des 

fonclions entieres ©(?/-) etudiecs an n"" 211). Fdle est done de la 
forme 

Xq Eo ( w) El ( )-h . . .-r- 771—1 ( )i 

ou Xoj sont dcs constantes dctcrminecs. (3n a alors 

la formule 


(28) 


\ F(u)=: —fO—iO — -• l-l) 

\ -f- Xq Eq ( u)~\- Xl El ( ii) H- . . . H- Xy/i — l ( ll). 


On pourra determiner les coefficients X(,, Xi, cn attri- 

biiant jn valenrs numeriqncs a la varlabb; (f.. Pour one elude 
plus delaillee de ce point, nous renverrons aiix [Mcinoircs d(‘ 
M. AppelL 

Dans le cas des poles multiples, cliaquc terme dc ccite formule 
doit etre remplace par line somme tcllc que 




A 9 

1 .'i 


ynija, u) 
da- 


Ag-i Xmjee, U) 

i.a...(a —ij 


Dans ces formules il n’y a aiicune relation n6cessairc entre les 
poles et les parties principales correspondantes. Ainsi, quels que 
soient les points a, 6, ^ et les constantes A, B, , L, •••? 
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la fonction defioiepar ia formule adroe! lx* 

leiirs I el r . 

Resume. — On soil qiie le indme dldiiieiil sinipiey,.^ j\ r ■ 
pent etre employ** pour la dikomposition foiicliun- F' // a 

iimkipiicateiirs i et , qiie k* soil posilif on nr'yalil*. Oiiand \ 
est negatifj =— m, c'est x qoi esl la varialjfe u el y qoi roYo- 
cide siiccessivemeiit avec les pules. Ouaricl esl posilif. ds = /?/. 
c'esl j* qiii esl la variable ii et x qiii coincide success!vemenl aver 

les poles. 
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I. — Generalitks. 

226 . Periodes equivalentes. — Solent 2co cfc ‘mo' one [)airc do 
periodes primitives d’une foncllon clliptiquc. Posons 

^ to'i = 6 CO, 

I COi = cco'-1" cZco, 

cij c, d designant qualre nombrcs cntlcrs posilifs, ncgatifs on 
niilsj tels qiie 

ad — he 

En resolvant alors les equations (T) par rapport a o cL oF, on 
trouve pour w et eT dcs fonctions liiieaircs cl lioinoge!H‘s a coefli- 
clents enliers de et o)' : par cxcmple, si cul — he : ^ i, on a 

I C0^= — 6(Oi, 

(2) 

( CO =— CCO^-h-aCOi. 

On dit qiie 2co et 2co^d’imc pari, atOj cl ‘2to\ d’aulrc part sonl dcs 
sjstemes de periodes eqawalenies, Unc fond ion adnicllanl les 
periodes 2to et admet cgalcmenl les periodes 20), cl 20/^ cl 
reciproquemenl. En effet, si unc fonclion F(//.) a<!niel les [)c-“ 
riodes 2to et 20)^, on a 

F(4- 2aco'-s- 2^CO) = ¥(ii), 

F (Z4 H- 2 c co' -h 2 <ico) “ F (Z4); 

done 

F(Z4 4- 2C0'i) = F(i4), 

F(z 4 4 - 2 CO~ F(z /0 

etlafonction admet les periodes 203^ el 200'^. La reciproc|uc se de~ 
montre de la meme fagoii en partant des relations teJles que (2). 
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Si line fonctioii ¥’u'^ admet le- 


done 


= I" 

•A c i’j\ ~ ^j. a ’.'j: = F ■ u : 

F. = F 7 . 

F. i =:Fw/^. 


227. Rapport des periodes. — Xous avons siipposi* qoe, dan.- !e 
rapport des periodes 

t-j 

le coefficient de ^est posiiif. Xoiis aliens denionlrer qise. dans lu 

rapport 

_ 

tUi 

des periodes ..•EEiTrderPr-. le coefficient de / est encore positif si 

ad — be ~ — i: 

il serait an contraire negatif si i'on prenait 

ad — be = — i, 

En effet, soit 

Cl) = 2 -p- 3 /, 

id = a^-f- S' z; 

on a 

__ d i)('JL 

to a- -T- S 

ie coefficient de i est done du signe de 

pa'. 

Soient maintenant 

Wj = aj -f- Pi i, wi = aj -f- Pi i; 

les relations (i) donnent 

aL[ = adboL, cci=zcd-i-da. 

Pi=cP'H-^/p. 

On voit que 

Gtipi — pia'i =(aP'— —6c), 
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et si Ton prend ad — = i, 

done le coefficient de f, dans 

CO 1 co'-h b (.0 __ ai -b- b 
^ toi ” c co' 4 “ d oj c T ~t-“ d 

a egalement le signe -[-• 

Si Ton avait ad-— bc=.— i, Ic coefficient de i dans ti serail 
negatif. 

228. Reseaux de parallelogrammes forim^s avec les periodes 
equivalentes. — Prenons les expressions 

iv = a CO -i- 2 /I co', «’ 1 = 2 yn-icoi 4 - i>. n i co\, 

dans lesquelles 7?i et/i, m^ ct iii prciincnl Louies les valcurs cn- 
tieres positives, negatives on niillcs. JjCs points u’ forincnl les 
sommets du rescan des parallelogrammes c onslruiIs av(X les pe¬ 
riodes 2 C 0 et 2 co^; les points , les somme ts dn rdseau analogue^ 
construit avec 20 ), et 20 )'^. Nous allons nmontrer quo eev deux 
reseaux out les memes sommets, c’esl-cVdircj quo les quaiitites 
sont, a Fordre pres, identiqaes aiix qiianlile s <r, 

En effet, chacune des quantites fail partic de la suite des 
quantiles ep, comme on le voit, en immplacant, dans co, ct of, 
par leurs valeurs (i) en fonction de o et of. Invcrscmcnt, comme 
ad — be =:±; i chacime des qnanlites iv fait partic dc la suite des 
quantiles , comme on le voit, en rcmplaganl, dans ir, to el od 
par leurs valeurs ( 2 ). Done, si Ton suppose ad—be i J(is 
quantites w sont, a Fordre pres, les memos quo les ([uanliles iV’i. 
Les deux reseaux ont les memes sommets. 

On pent remarquer, en outre, que les parallelogrammes dn 
premier reseau ( 210 , 2 to') sont eqiuealents surface a cenx du 
second ( 2 (o^, 2 to'^). En effet, les trois points 

0, 2 C 0 , aco' 

sont les sommets d’lm triangle qui est la moitie d’un parallelo- 
gramme des periodes 2 to et 2 o'. Si Fon fait 


CO = a -H i p, 


oj' = a'-h 



PERIODES EijriY.iLEXTE?. 

la moilie de Taire de ce triangle e^l 


Si I’on fait de meme 


aji= 7-1 — i ai. oj. r- a, — j i.. 


la moilie de i'aire du triangle de somiiiuls 

0, ‘lo/j 

est 




i, a. 


Or nous venous de voir(n*^ 2:27 i que ces deux qvanf.td- xV — yx' 
et oL^\ — ont meme valeur absolae. Le tiieoreiiie esl done de¬ 
ni on tre. 


IL — XOTATiOX DE WeiERSTRASS. 


229. Formes en nombre mfini de la fonction — Consideroiis 
le produit doiiblement inflni a i aide diiqiiel nous avons deimi la 
fonction du 




. IV '1 iV - 


, fn i 

iV = 2 /?l CO ‘2 n W , *0. —. 1. — 2. 

et soient 2 ( 0 ^, 2 desperiodes equivalentes a 2 to, 203 ^; ies quan¬ 
tiles 

, mi = I _ ___ 

tp. = 2/?li tOi -i- ‘l/liWi, ^ ’ — -2, . . . . 

— 1 

sont les memes, a L’ordre pres, que les qiianlites iv; le produit 

est done compose des memes facteurs que le produit precedent, 
ou, en precisant, tout facteur de Tun des produits est aussi im 
facteur de I’autre produit. On sail queTordre des facteurs n inter- 
vient pas; on a done 


n 


^ 71 1 ll' 

W 


n 


I-1 1 

Wi 


n 1 ii~ 

it'i 2 U’7 
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00, eii designant par co, oj'), la foiiclioii cs* donl Ics zeros sont 

-h a 72 to', 

rf{u I to, to') — d{u \ tOi, to'i ), 

SOUS la seiile coiidiLion quo Ics periodes 9.to,, ;Ato' soul equiva¬ 
lent es aiix periodes 2co et 20/. 

Ainsi la fonction d iie ciiange pas quand on remplace la pairc 
de periodes primilives, qoi a servi a la conslriiire, par Ionic 0011*0 
paire de periodes equivalentcs. 11 cn csL de nieiiio, evidciiiiiicnfc, 
des fonctions ? el p qoi se dtkluiscnl de^j par ders diOVo't'iilialioiis. 
C’est ce qiie ron voit aussi cii parlanl des series (|ui deliiiissenl 
to') cL p(z/ 1 to, to'). Quand, dans ees series, 051 remplacti 
2C0 et 2to' par les periodes equivalenicjs ato, cL uto'j, (dies ne 
cliangent pas, car les Icrmcs qiii Ics coniposent ne font qiu^ 
changer de places. 


230. Invariants. Invariant absoln J. — Les invariants 






W ~ 2 7?zti) ~r 2 72 to' 


ne cliangent pas de valeiirs quand on reniplacui les periodes 2 to 
et 2 to' par des periodes (iquivalentes 2 to, 0120 )'. Gc fait esL evident, 
d’apres ce qoe nous venous de voir, car la subslilulion de to^ 
et to', a to et to', dans les deux series, nc fait que changer I’ordre 
des termes. 

La quantile est homogtuic et du degre — 4 paj* rappcorl a o) 
et to'; hoinogene et do degrd —(> par rapport a to et to'. On 
peut mettre ce fait en evidence, en (^crivanl 


Alois 


Le discriminant 


tv = t0(2 7?H- Trrr--. 

to 

5.;— 2 (2W^2/22)<' 
A = ^1—27^1 


est homogline et du degr6 — 12 par rapport a to et to'. 
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Nous allons former ime combinaison Je f! a* . lioiiios-^’-Fe rl 
de degre o en co et : celte combinaison ne dependra ohis qn- 
dll rapport des periodes t. Pour cela coiisideroiis, aver: M. xioio. 

ia quantite 

\ — o- 

Cette quantite J, etant le quotient de deux fonctions liomo^L-nes 
de degres — 12 de co et c./, est dii degre o. Elle ne d/qsemi plu> 
que dll rapport t des periodes. Xous nictlrons en evidenci^ celle 
variable imique t dont depend J, en ecrivant ceUe quantile J soii< 
la forme 

J ( e j. 

On peut appeler cette fonction J (z) Vinmriani absoin des fonc- 
tions elliptiques aux periodes 20 ) et 20 )'. Xoiis avoirs dcja re- 

niarqne au n° 36 que ^ est line fonction du sen! rapport des 
S' 3 

periodes : avec la notation de M. Klein, on a 


IIL — Foxction modul-Vire. Groupe modflaire. 

231. Propriete fondamentalo de la fonction J(v). ■— Coinme les 
invariants ^*0 et ne cbangent pas quand on reinpiace 2 co et 2 w' 
par deux periodes equivalentes qiielconqiies 

tOi = aw'-r- 6co, 

toi = c to'-4-c^to, ad — bc=^ — i^ 


il en est de menie de J. Or, quand on fait cette substitution, le 
rapport 



devient 


On a done 
on encore 
( 4 ) 


to'j a'z h 

(t)j C'z -j- d 

j(tO= JO), 


J 


ci'z •+• h 
cz d 
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а, Z>, c, d designant qiiatre entiers quelconqiies tels qiie 

ad — be =±: I. 

La fonction J(':) presente done cetle propriete remarqnable 
de ne pas clranger de valeur, quand on rcmplace t par «, 

б, c, d etant des entiers assiijetlis a la scale condition 

ad — =::t 1. 

C’est la plus simple des fonciions modalaires. Elle nous offre Ic 
type d’un nouveau genre de fonctions, comprenanl les fonciions 
modulaires, dontle premier exemple a ete donne par M. Hcrmite, 
a propos de ses recherclies sur la resolution dc Tequation du 
cinquieme degre, el dont les proprietes generales onl etc princi- 
palement etiidiees par M. Klein (Voyez Vorlesiuigeii ilbe/' die 
Theorie der elliptischeii Modulfanciioiien^ ausgearbeitet von 
D" Robert Fricke, Leipzig, Tcabner; 1890). Ges fonciions sont 
d’ailleurs un cas Ires particulier des fonciions fuclisienncs el 
kleineennes dont la llieorie a ete creec par M. Poincare (^AcUf 
Mathematical 1.1). 


232 . La fonction J est paire. — Dans la relation fondamcn- 
tale (4)5 on pent prendre par exemple a = i, (i ——i, b 
c — o. On a alors 


Gela resLilte d’ailleurs evidemment de ce qne les invariant ^>2 el 
ne cliangent pas, qnand on change Pune des pcriodcs co ou id^ de 
signe, 

D’apres cette propriete, on pent loujours supposer qiic les 
quatre entiers verifient la relation 


car on a 


ad — 6 c = -f-1, 


az -f- h \ __ /— a% — b\^ 

C'z-{-d)~ \ cz-^d )' 


on pent done toujours changer a volonte le signe des entiers a et 0 
et par consequent celui de ad — he. Dans tout ce qui suit nous 
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nons limiterons en consequence au cas de 

ad — he ——i. 

Nous supposerons lapartie imaginaire de t positive: celle de 

__ ciz ~h 
^ cz-T-d 

est alors egalement positive (ii® 227 ). 

233 . Remarques sur les substitutions lineaires. — Soil 

az-^h 

— - y 

cz -V d 

on dit qiie Ton obtient en faisant sur v la substitution lineaire 


( 5 ) 


az — h 


Sahstitation itwerse, — En resolvant par rapport a t la rela¬ 
tion ( 5 ), on a une autre substitution 


( 6 ) 


-dzy-^h 
czi — a 


que I’on appelle substitution iiwerse de S et que I’on designe pour 
cette raison par S“^ On a alors 


Produit de deux ou plusieurs substitutions. — Soil une 
autre substitution formee avec d’autres coefficients a\ b', 
Posons 


et chercbons la relation entre To et v; nous aurons, en remplacant 
'Zi par sa valeur Sv, 

Q'Q a'(a'z-^b)-^b'{cz-]~d) 

T2 ~ c'{ az ^ b)-^ d'{cz-i-d) 


Cette nouvelle substitution lineaire 


— dont les coeffi- 

Ci 'C -f- L) 
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A = aa' cb', B = ba' db\ 

Q, — ad cd\ D = hddd', 

s’appelle le prodait de S par S^; on la designe par S'S. On a Iden- 
liquement 

AD~ BG ~ {a'd' — dd){ad — be). 

La siibstitiitioii SS' est de meme Ic produit de S' par S : on 
i’obtient en faisant d’abord la substitiUioJi S', puis siir le rcsiiltat 
la substitution S. Cette substitution SS' est, en general, diflerentc 
de la substitution S'S. Dans cette notation symboliqiie des sub¬ 
stitutions, il n’esl done pas permis ddotervertirFordre des facteurs. 
On pent inaintenant imaginer trois substitutions consecutives S, 
S', S" : la substitution lineaire obtenue en faisant d’abord la siib- 
stitiition S, sur le resultat la substitution S', siir le nouveau resultat 
la substitution S", est designee par 

S"S'S, 

et ainsi de suite. 

Ouand deux on plusieiirs substitutions consecutives sont les 
memes, au lieu d’ecrire SS, SSS, . . ., on emploie la notation des 
exposants et Ton ecrit S-, S^, .... 


cients sont 

O) 


Remarque. — Le produit de la substitution par son inverse 
est la substitution identique 


T = T, 

que Ton designe symboliquement par i. On a, en elTet, 

Ti = St, 

T = S-^Ti; 

done, en eliminant 

T = S~i St, 

ce que Ton exprime en ecrivant 


on a aussi 


S-iS = i; 
SS-i=i. 


Si Ton repete deux, trois fois de suite, la substitution inverse 
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ail lien d'ecrire .. . uii teiiijiuiL'f.lr- r\~ 

posants negalifs et i'oii ocril S~-. S"-. . .. 

234. Groupe de substitutions. — Une suiic de ■ 

donnees So. S.,.eii nomljre fini oo niiirii. 



forme iin groupCj si i'inverse d'une qiieicooqiie d** ces sul)siil:i- 
lions etle prodiiit de deux quelcoaques de ees siiljs’iliilions sonl 

encore des substilutions de la suite. 

23o. Groupe modulaire. — D'apres cetle deiinilion, loules le> 

substitutions en nonibre infini 



OLi I?, c, d sontdes enliers assujeltis a la seule condition 

ad — be = I, 

forment un groupe. En effet la siibslilutioxi inverse de S. 

^ch — h 

1 - = -=- J-) 

cz — a ex': -T- c/i 

est encore formee avec quatre entiers cii, hi. C{. di tels qiie 

aidi— biCi= ad — 6c = i. 

Le produit S^S de deux des substitutions considerees est unc 
substitution 

Av-4-B 

GT-f-D^ 

dont les coefficients sont entiers d’apres les foniiules (7 j et veri- 
fient la relation AD — BG = i, car on a 

AD — BG d! —dd){ad— be) 

etles denxfacteurs du second meiiibre sont egaiix a i par lijpo- 
tliese. 

Le groupe ainsi defmi estle groupe modulaire, et Ton pent dire 
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que la fonclion !(-:) esl laissee invariable par toutes les substitu¬ 
tions de ce groupe. 

236 . Substitutionsfondamentalesdixgroupemodulaire. — Toutes 
les substitutions du groupe modulaire peuvent ^tre engeudrees 
par les produits des puissances positives et negatives des deux 

substitutions 

= {a = i, b c — o, cl=i), 

Xq: = —{a ~ o, b ~ c ~ — I, d = o), 


que Ton appeile pour cette raison les substitiUions fondamentales 
du groupe. 

L’inverse de St est 


I’inverse de Tt est 


T~1t 


i 


elle est egale a Tt. Nous ne nous arrelerons pas a demontrer que 
loute substitution a coefficients entiers 

a'z b 

telie que ad — = i, peut etre obleniie en multipliant ccs 

substitutions fondamentales et leiirs inverses dans iin ordre qiicl- 
conque, cliaqiie facteiir pouvant etrerepete im nombre qiielconqiie 
de fois. Nous admettrons ce point dont on trouvera la demon¬ 
stration dans le Livre de M. .Klein sur les fonctions modulaires. 

Bornons-nous a remarquer que le fait, que toutes les substitu¬ 
tions du groupe modulaire peuvent etre obtenoes par la multipli¬ 
cation de deux substitutions fondamentales et de leurs inverses, 
a deja son analogue dans la theorie des fonctions doubicment pe- 
riodiques. Si i’on appelle 2co et 20)^ les deux periodcs, une fonc- 
tion doublement periodique F(u) ne change pas de valeur quand 
on fait sur u toutes les substitutions contenues dans la formiilc 

u -i- 2mco 2nci)', 

m et n etant deux entiers quelconques. Ces substitutions forment 
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un grooj3e qai admet coiiinie siiLstUiilitins foiiddiiie^^iilalA^s if> 

substitutions 

T U ~ l( -- 

doiit ies inverses sont 

T-* ?£ = W — 

n est evident qiie par ia multiplication de ces substitiiiions on 
obtient loutes les substitutions de la furine ii — 9. mb) — 9iib}\ 

23 /. Interpretation geometrique. — Pour repiNO'^eiiler ireoiiii*- 
triquement la double periodicite, nous avons divise le plan en 
cases qui sont des parailtdogramnies ions egaux, el nous a\oiiN 
remarque que la fonction reprend les nienies \'aieiirs aox points 
homologues de toules ces cases. L'line de ces cases elanl clioisie 
comme case fondamentaie. qoand le point ii decrit celle ease, les 
points homologues, ii — 977110-— 2/H0', decrivent cliaciin line des 
autres cases. 

On pent operer de meme pour la fonction modulaire J(Tb 
Comme nous supposons la partie imaginaire dev positive, ie point 
representatif de v est dans ie demi-plan situe au-dessiis de i'axe 
des quanlites reelles. On pent alors decomposer ce demi-pian en 
cases telles que Tune de ces cases etant clioisie comme case fon- 
damecxtale, qiiand le point v decrit celte case, les points 

az " b 
cz 

a, h, c, d entiers tels (\\iQad— , decrivent cbacim une des 

autres cases. La fonction J (v) prend alors la meme valeur aux 
points correspondants de loutes les cases et ii suffit de la connaitre 
dans la case fondamentaie, pour la connaitre dans tout le demi- 
plan. 

Cette division du demi-plan en cases pent se faire d’une infi¬ 
nite de facons. La plus simple est celle que Ton realise avec des 
arcs de cercle ayant leurs centres sur Faxe des quantiles reelles. 
Le point de depart de ceLte division est dans Finterpretation geo- 
metrique des substitutions iineaires, a coefficients reels, al aide de 
la combinaison de deux transformations successives par rayons 
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vecteiirs reciproqiies, telle qii’elle resiilte des travaiix de 
MM. Klein, Schwarz et Poincare. 


IV. — Notation de Jacobi. 


238 . Expression de J (':) en fonction du module k. — Nous avons 
indiqiie (n*^ 97 ) la relation qoi lie la fonction pii aiix periodcs 203 
et 203' a la fonction suu aux periodes 2IV et 2/l\.^ Nous avons vii 
que le rapport des periodes est le meme 

to' jK' 

w ""IT’ 


et,en designant par \ Line constanle aiixiliairc, nous avons trouve 
pour les racines les valeiirs 

3 A - = ‘2 — /c-, 3 X 2 ~ a /t 2 — 1 , 3 = — 1 — k- ; 


on en deduil les differences des racines deox a deox et Ton cn 
concliil en multipliant ces Lrois differences 

A«(^’l— e-2)(e2 — ^3)(e3 — ei)--. —/c2(, — 

On sail que, dans un poljnome 

g.x— g:,, 

dont les racines sont , eo, ^3 le discriminant 


A = fr ^ ‘— 9T 

est doiine par la formule 

A = i6(e, —e,)^(e2—63)2(63- e, )2. 

l6/ci(l-/f2)2 


On a done 


A = 


\n 


D 


’autre part, le produit des racines etant ^ on a 


„ _ 4(9 —/c 2 )(i — a/f 2 )(n-/: 2 ) 

L’expression de J en fonction du module s’obtient alors facile- 



done 


D'apres eetle reiadoo, quaiid J esl dorine, k- a six valeiirs. Mji- un 
veriiie imiiieJiatement que, si 

^ y. 

est ane racine de i'eqoadon (8 , eii Ic-, Ics aulres racines suiil 

I U - I ’JL I 

[1 ‘ ’ u — I i — -1 

II siiffit de conslater que le deiixiriiit; iianniire iic chaii^c pas 
quand on remplace par Fiiiie de ces six qauxd.^vs. 

Le carre du inodule /r- esl line foiictioii du rapporl dt*s pc- 

riodes t. Ouand on remplace i: par ^ a, />, c. d etaiit qoatre 

enders tels que ad — i-c =: i, J ne ciiaiige pas; on en c<jiic!ul 
que A'- oil bien iie change pas, ou bieii preiid I'line des noiivciies 

valours 

I J ^ k~ — I h- I 

x—k-. iriii' 

Pour que k~ reste invariable il faiil assujeidr les enders a, A, 
d k des conditions supplemciilaires dans le detail desqcelles 
nous ne pouvons pas entrer. Les substitutions speciales du groupe 
modulaire qui n’alterent pas A- forment ce que Ton appelle iiii 
sous-gToupe. 

Nous indiquerons, en terminant, quel est, pour la fonclion H 
de Jacobi, Teffet du remplacement des deux periodes, qui ont 
servl a la constriiire, par deux periodes equivalentes. 

239. Formes en nombre infini des fonctions de JacoM. Fonction 
H(i 4). — Considerons la fonction 

i /— , TZ It, 4 • . 3 TT Zi 

H(zz, <7)= 2 v/^ Sin-sin- 

^ ^ ^ ^ 2t0 2 Cjl> 

q ~ e ^ 


A. ET L. 


25 
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et en meme temps la fonclion H(;t, Q) dont le developpement se 
ddduit dll precedent en y remplacant ato et aw' par les periodes 
equivalentes aw, et aw', Q etant ce cpie devient q par suite de 
cette subslilulion 

H(«. Q I = •>.sm -•>. /Q» sin --- -f-... . 

Nous aliens demontrer quo les fonclions Il(z/, ()) et sonl 

idenliques, a un facleiir exponenllel pres de la forme a de- 

signant one constante. (]ela resiilte de I’egallLe 

o' ( Zt I COi, ) = O ( I 0 ), to'): 

car, si Ton v remplace cliaque fonclion d par la fonclion H corres- 
pondante (n° l 21 ), on oLliciU celle anlrc egalile 

Pi II ( n, Q ) = p II (n, r /}, 

dans laquelle p, p^, // cl /li sent des constanlcs convenablcmenl 
clioisies. On cn dediiil immediatemcnl 

Uiu, q)=:Ae^^‘^ni(u, q), 

A et a designant des consLantes. A^ous allons clcterininer a. 

Ptevenons aux nolalions habitnclles des periodes pour les fonc¬ 
lions de Jacobi, cn posant 

to “ K, to' — iK\ 

tOi = jj, to I ~ clJ ^ 

avec 

, ^ ( iX'= 6K, 

1 91 

I L = ciK'-h t^K, 

a, b, c, d elant des en tiers tels qiie 
(lo) ad — be = 1. 

Ces qiiatre en tiers ne peuvenl pas etre pairs Lous les quatre ni 
impairs tons les quatre. Si b est pair, a d sont impairs; si ci cst 
pair, b c sont impairs. 




i^oiir cliHerminer a r-M. - r|rt * I'u?] a 

( II W — -iL. « ^ -r II ‘ ^ 

< * ^ ^ \ f - , 

( IL /-/K — -"-If if -y 

3 etanl /ygal a — i on a — i sui\'ant la parilT^ ileN eolioi*^ t*' t >:: 

a en elFet 

II, II — ‘2c/l\, q)~ — I II //. q : 

chaii^-eant, dans les deux, iiiemijrfs. u en // — ar/lv t*l >e rape, 
la fonnulc 77'} 

Hi'2C/K', ^ — !/V " " H K. q . 

on a la seconde des formules <i i'* ou 


La relation 

II< w, 0 ' = If. ^ . 

donne alors, en cliangeant u en u — 2L dans le premier meiiibre 
et II eu la quantile equivalente u i> dK — ae/lv' dans le second. 

H (u ~ ‘i L. O I = Ae^ «-r--2L - If, •> — *> c/K\ q .. 

Divisant meinbre a membre ces deux dernieres relations en tenant 
compte des equations (i i) nous trouverons 

a(«-f--2L .— 'J.U -— > k 

—i — ze ^ 

Cette relation ayant lieu quel qiie soil lu les termes en u doivent 
disparaitre dans Fexponentielle, d’oii la valeur de a 

ci^z 

Comme verification, remplacons oc par sa valeur dans la for- 
inule (12) et reduisons en remplacant L par d¥^ -{- cz nous ob- 
lenons 

— I = s(— 

on, d’apres la valeur de £, 

^_ fpc?-4-l)(c-M) — 

relation evidente, car et c ne peuvent etre pairs tons deux. 
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On a done, en definitive, Pegalile fondamentale 

('/ Till- 

( i3) Q) = Ae H(z^, ^), 

ou A est une constante qii'il reste a determiner. Nous iie nous 
occuperons pas ici de ce calciil. 

On Yoit que, au point de vue ou nous nous placons ici, la fonc- 
tion H de Jacobi se comporte d’une facon moins simple que la 
fonction o', puisque d ne change pas quand on rcmplace Ics pe- 
riodes par des periodes equivalentes, tandis que H se reproduit 
multipliee par une exponentielle. 

Cette relation etant obtenue, on en deduit aisement des relations 
analogues entre les fonctions0, 0], Hi construites d’unc part avec 
K et i¥Jj d’autre part avec L et iV. II suffit dans la formulc (i3) 
de remplacer, dans le premier membre, u par u + L, ou a iU. 
ou + iU, et dans le second membre, u par les valeiirs egalcs 
a-\-dlL-^ci¥J^ ou u-{-hlL~^ailsJ ou + lU. 

Tenant alors compte des relations du 77, on aura les relations 
demandees. Ces relations prennent des formes dilTcrentes suivant 
les parites des nombres a, 6, c, d. Elies permettent d’exprimer Ic 
module des nouvelles fonctions elliptiqiics en fonction dc k. 

Nous ne les ecrlrons pas, etnous reiiverrons Ic Icctcur au Gours 
de M. Hermite a la Faculte des Sciences, ou les calculs sont 
pousses jusqii’au bout dans une hypothese particulierc sur les 
quatre entiers. 



>;OTES, 


XOTE L 

BIPOSSIBILITfi DE L'EXISTEXXE D'UXE FOXCTfOX CONTIXTE 
AYEG DEUX PERIODES DOXT LE RAPPORT EST REEL. 


Soil F(w) une fonction d’une variable imaginaire avec deux pt-riodes 
■w' et oj dont le rapport est reei 

_ h 
w a 

a el h etant reels. Si Ton fait 

tD 

u = —Z, 

a 

cjuand ^ augmente de a, u augmente de w, et quand ^ augmente de h, ii 
augmente de wb La fonction 

admet les deux periodes reelles a et b. Xous allons demontrer la propo¬ 
sition suivante : 

Ou bienles periodes a et 6 se reduisent a on bien la fonction f{z) 
ost constante. 

En effet, la fonction admettant les deux periodes a el b admet egale- 
ment toutes les periodes 

oil M et N designent deux entiers quelconques positifs negatifs ou nuls. 

Considerons un axe et prenons sur cet axe un segment OA egal a a. 
Si I’on prend, sur cet axe, un pointer d’abscisse.r, on peut toujours choisir 
un entier m positif ou negatif de telle facon que le point 

\ =zx ma 

soit a I’origine ou sur le segment OA : appelons ce point le point homo- 



■)QO NOTE I. 

logiie cle X. Alors considerons Ics points d abscisses 

3 Z?, ..., tib 

ct leurs hornologiies 

x^=- h nil cc, x^, — xh -k- in^ a, ..., X[i~ “I- 

tons situes sur OA. Toutes les quantiles .r-i, Xn ct toutcs lours 

differences x^ — x^ sont des periodes de f{^)^ car dies sont toutes dc la 
forme Isla M et N dant entiers. 


Fig. 2(). 



Si tous les points Xi^ x-i, .. x,i sont distincts, il en cst au moins deu\ 

Xrj et Xu dont la distance soit au plus egale a —~— 

' ^ ^ ji — r 

^ a ^ 

Xy— Xy>X^; 

en effet, si Ton divise le segment OA en /i —i parties egales, il cxistc ne- 
cessairement une dc ces divisions qui contient au moins deux des j)oints. 
La fonction admet alors la periode 

CO/i Xy X M, - ? 

}l.. „ , 

et Ton a 

/(^ H- tO/i) =/(^). 

Faisons croitre maintenant n indefiniment. Deux cas sont a distingucr : 

1 ° Quelque grand que soit n les points x^, x,i, sont distincts : 
alors la fonction admet une periode co/^ d(//ere/ile dc zero mais aussi 

petite que Ton veut, car elle est au plus egale a La fonction est une 

n — I 

constante : en effet, on a 

/ ( 3 -r- (. 0 /,) — / (:;) 

---- == 0 , 

w/t 

quelque soit n. Quand n augmentc indefiniment, tO/^ tend vers zero; I<‘ 
rapport figurant dans le premier membre tend vers la derivec f'(.z) m 
Ton trouve 

f(z)=o, /(^)=r const.; 

Il existe une valeur de Ji telle que deux des points Xi, x,, x,, 

soient confondus 


Xy - Xa= O. 




[>a -- qij rr:: O. 


relation de la furmc 

- 

p Qt q ctaiit dei!\ entier- quo Tmo pent tieij.ejr- ?>; ■eai-r- enti*- 

eux, car oii peut inojonri, dans Ij rd ition i . ddi-e:* le- d * incrnljr'-- 
par les iacteurs coiiiinuris a p el q. Dasis tn* ras. la- le- !‘t d ir- 

duisent a line. En diet, p et q dtaiil pivmier- csiti'i: en\, d t-xl-i- d.* i\ 
autres eiitiers p et q’ tel^ qiie 

pq'—qp^-i. 

Designons alors par c la quantile 
( 3 ) p/ a — q — <''■ • 

c est evidemment une periode de f z d’autrr paii, en reSt*|\aril ie" rela¬ 
tions (i) et ( 3 j par rapport a a et b. on a. d'apres ■> . 

a = — qc, b —pc: 

les periodes a tl b sent done des inultiples d'une periode niiique v. 


ADDiTIOX A LA NOTE L 

IMPOSSIBILITE d'une FONCTIOX UXIFORME ET CONTINUE AVEC TROIS PERIODES- 

Imaginons une fonction f{z) d’ane variable iinaginaire -3 avec trois pe¬ 
riodes a, SjY dont les rapports sent imaginaires. Xous allons montrer on 
que la fonction est constante^ ou que les periodes se reduisent a deux. 

Remarquons d’abord que la fonction admet comnie periodes toutes les 
quantiles 

(i) Ma-N3-4-PY, 

M, N, P etant des entiers positifs, negatifs ou nuls. Coiistruisons ensuite, 
dans le plan representatif des imaginaires, le parallelogramme des periodes 
OL et OABG, ayant pour sommets les points 

o, a, p, a -4- p. 


Un point quelconque s du plan a, dans ce parallelogramme, uii homo- 
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iogue t 


‘Q = z loi 


I et m etant cles entiers, convenablenient choisis. 


Fig. 27. 



Gonsiderons alors les points 

Y, * 27 , 3y, 

ou n est un entier et leurs liomologues 

Zi = Y A ^ 

2 Y^- 42c -hmap, 

.... 

Z/i~ — 71“ Y “i~ ^ 2C -T~ 772.P, 

La fonctioii admet comme periodes toutes Ics quantitcs Zi, .... .5,^2 
et les differences de ces quantiles deux a deux, car ccs quantitcs ct leurs 
differences sont de la forme (i). 

Appelons X la longueur de la plus grande diagonalc du parallelogramme 
OABG. Si tous les points 

( 2 ) Zi, Z 2 , ...1 Zfi^ 

sont distincts, il en est au moins deuxx^v ct^jxdont la distance est moindre 

que - ^ — • En effet, divisons les cotes OA et OB cn (tz— i) parties egales 

et menons par les points de division des paralieles aux cotes du paralle¬ 
logramme OABG : nous cliviserons ce parallelogramme cn {n —1)2 cases 

egales entre elles ayant pour grande diagonalc —; sur les points (2), 

il en est forcement deux, au moins. Zy et z^^, dans une dc ccs cases. Leur 

distance est alors moindre que . Analytiquement Ic module de 

est moindre que - - - La fonction admet done la periode 


— -Sp.) 





yfiju i. 


dont le module est moindre one - ^ - 

" li — i 


n — I 

DeuK cas sont a di 5 tin 2 :uer : 

1° Quelque grand que soil ii le?. points '2! sont loujours distincis. Li 
ionction admet alors une periode non iiulle dont le module p'.-ut devenir 

aussi petit que Ton veut. E!le est cunstanfe, car 

fi ^ ~ i — /'• G i 

--- — o 

donnc, pour n infini, 

fiz = 0 . 

‘2° Pour une certaine valeur de n, deux des points t 2 *, Zy el coin¬ 
cident. On a alors 


V'; -e- ly'x -e- niy 3 =: a*; ™ /n a -™ /?Oj. 3, 

relation de la forme 

( 3 ) —^7 = 0, 

/?, 5^, 7’etant trois entiers qii’on peut toujours rendre premiers entre eu\ 
en divisant ( 3 ) par les facteurs communs a/?, q, r. Les periodes se re- 
duisent alors a deux. 

En effet, appelons s le plus grand conimun diviseur de p et q : on peul 
determiner deux entiers p' et q' tels que 

( 4 ) pq'—^p'=s- 

Posons 

( 5 ) 

a el b sont des periodes de la fonction, car ~ ■” sont entiers. Les equa¬ 

tions ( 5 ), resolues par rapport a a et p, donnent 

[ a= g'a—?p, 

) P 

I P =-P'a^-j 6 , 


( P., . ^ a 

\ -f- = 6; 


et la relation ( 3 ) devient 
( 7 ) 
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,9 et 7’ etant des entiers premiers ciitre eux. On pent clioisir di 
r' et 5' tels que 

rs '— s?'’ = i 

et en posant 

f 8) -f- /■ Y ~ ^ i 

c est une periode. On tire de (7) et (8) 

az=j'c, Y~ — 

(I’ou enfin, d’apres (6), 

/ 9 7 

a ~ q 7 'c — “ o, 

^ s 

^ = -p'rc^ ^b, 

Y — — sc. 

Les trois periodes se reduiscnt done aux denx b et e. CcLte 
lion est emprantee a Riemann (OEiwres completes, p. 'xjC)). 




^:OTE 11. 


CONYERGENXE DU PRODOT DOUBLEMEXT IXFfXi nO SERT 
A LA DEFLXrnOX DE 7u. 


Pour cltTmir :^u nous avons considtuT* !e produii douliicuieni iodni 


It 1 Ji¬ 
ll —^ - —7 

■ — 

w / 


Cl' = ‘jjfi ctj — 9. a t>j . 


Cl’ ” o ex.cl us. 


it nous avons admis que ce produit est eoinerjient. Pour le dcm«»iitrer. 
lous etablirons la convergence de la serie obtenue en prenant les Ioga> 
rithmes des facteurs 


r cr O _ Zl') ™ — 1 if. 

" cry to *2 to- 


Si Ton choisit pour determination du lugarithme de 

Lend vers zero quand w dexient infmi, le terme general pent s'ecrire. en 
developpant le logarithme en serie : 


/ i I u I u- 


V 3 4 a to- 


et I’on voit que le rapport 


tend vers i quand w devient infmi. D’apres cela ii nous suffit de considerer 
la sonime 

I __ 

Zj ”” 3 to^ 3 Zd ’ 

ou encore de demontrer la proposition suivante ; 

La serie 

y' _'_ 

I = 0, « = o exclus) 

est line serie com'ergente. 


NOTE III. 

SUR LE DEVELOPPEMENT EES FONCTIONS 0 EN FACTEURS. 


Nous avons a la page lai, en idcnlifiani rcxprcs?ion dc 0i sous forme 
de produit avec Fexpression de 0i sous forme dc seric, obteiiii I’identitc 

i C.OZ%X q-){l ‘iq^ COS q^). . . 

I = I -r- 2 ^ COS 2 . 3 ? 9 . <7 ' COS 4 .r , 

Nous avons reserve a ce moment la dctcrminalion de la constantc A. Voici 
la methode que M. Bidder a donnee pour determiner A, methodc que 
nous empruntons a une Note de l\l. Hermite placec a la fiu dc la derniere 
edition de VAnalj se de Serret. 

Considerons le produit compose d’un nomhre fini dc factcurs, 

/(-) = (t 5 -“)(H-! 7 ’-)• - • (I-f-) 



le developpement suivant les puissances positives ct negati\'es de ..g sera d(^ 
la forme 

= Ao -h A1 -H - ^ H” • . .-h- A, I ™^ • 

Cela etantj Fidentite suivantc, qui se verific immediatcmcnt, 


donne entre deux coefficients consecutifs, A/ et A/_i, la relation 

A,-(l - 5r2«H-2/) ^ 

Nous en tirons successivement 

A „ . qi^~q"^^) 


XoTC I if. 


ct, par cori?t't|ucnt. 


A,-:-A, 


. j 




Toil? le? coefficients «lii \ «j;f'»ppe!ii>^nt s'’MLl;erin<:!il * an li 
premier Ao. dont voici la dfrenninaiiGn. 

Supposons I — II et reiiiarqutJits que dans f z Ic trrme f'O 
pour coefficieiil jjji jj inj!]]»‘i|jaienic!il A... —/j-A d 

consequent. 


qn 



i q- 
l ~~ Y-’* 


a\ aii 
!. pa 


et enfin la valeur cherciiee que j'ecris ain^i 


11 ---. .. 1 —^ 

a — y- ... 

Ceia etant, faisons croltre indellnirneiit le n«jiiiLre n. cetle e\|jressitm Omo 

donne 

A, =r-, 

a ——.y> ... 


et la relation entre A/ et Aq devenant siinpleiiienl A;= A,7^'". uii l*s? .'mh 
duit a reij:aiite 


(i-T- 7 C)! 1 ~ 73 C) ( I -S- 7^::). 


-(■ 





(I — 7- M I — 7A.U f — 7'' * • •. 


n siiffit maintenant de poser ^ pour en conclure 


(i -+■ 27 cos‘2 37 -- 7 -)(I 273 cos2ar — 7^ ).. . 
I -f- 27 cos 2 5" 2 7 + cos 4 5 ? — . - . 

(I — 7-j( 1 — 7^ jU —7A). • • 


La valeur de la constante A. qui figure dans la formule (i) est done 
A = (i — 7-}(i — q*)i i — 7^‘ )(i — 7^ I- 




RESUME RES PRI^'CIPALES FORMIJLES 


FONCTIONS DE M. WEIERSTRASS. 


Developpements en pi'odLiits et series l/ijinis. 


colli 


'“iK'-my*"’- 
= ;-i: 


u — Din Din 


L^y _ 

(u — D 


sin-u iC- {u — mn)- 

= iDiLO -H 'iried)^ 
eiii= a J 


u 


I-jgu- 2 CV-- 

W J 


I a 
- “H . ■-+- - 

(P (P (P- 


'“= 7 ,-EG.: 

o-G-ElrTy-.v-G]' 

1 , I 

2 ^ ^ {U — 


Developpeinents en series entieres. 


O' zt = 

u 

-f- "k 

ifi'^ 



r>*2 
^ 2 ' 

2'^ 3.5 


23 . 3 . 5.7 

2^.32. 

iT^ 

s; 

II 

I 





_^ 

u 

1 ^ 

2^. 3.5 

it'Kb.y 

2^'.3 . 


I 

W2 

H- k 

ST o 

2^5 


i^z 

U ^ H- 

22.7 

2'-. 3 







RESUME DES PRIXCIPALES FORMULE-. 


Belaiions entrc T)Ii el .vts- dtrie-k 


■p'di 

f’u 


= —i': 

= Cp-i^ — f: 

— | 2 pz/ p'W. 


:> ii — e- p u ■ 


Ilorno.qeneite. 


3" 1 U ZZ ■ 

;i.lO, UOi' 

— 2 3^ ( ZZ ^ 

J1 u zz ’ 

20), 2t!j' 1 



2(0, pOj'_, 

I 

) — —; p i Zl 

2- ^ 


20), 20)'_ 

I 

■2* ' 

o-_ 1 
c--* 3 

(’ 20), 20)' 

1 ^ , 


Dc^ferud'escen cc. 


- — ( — ) - 

i ' 2 W J \ ‘■lb} J 

^ ^ sin- 




Ml 


— “pr” ? ^2 = ^3 

O-^ _ O" or- — Q 

'2^ ~ — cotanir 


3 e- 

2 ,JF 2 


2 CO 

1 /‘ 7 :u\' 

- ( — ) 2 tf J 

r'z/ = e« Vsto; — 


2(0 a ' 2 co/ 


Sin - 




: 00 , 0 ) = X : 

pz^. 




t zz =: - 5 
zz; 


a'u = Uy 

ej,= e-2== 63 = Oj ^ 2=^5 ^ 3 = 0 * 

Periodicite et for mules d' addition. 

p(z^-P 20 )) = pZ^, 

p(z^-P 20 )') = pZZ, 

^(zz-P 20 )) = S;zz-T- 2 rj, 

20)') = 2t/, r/= 2^0)', 


A. ET L. 


26 



RESUME DES PRINGIPALES FOR MULES. 

2 w' j = — e2-o^(^^+a)0 J- 
-l- 2 /zcja^) = ( 

(j {u v) (j (a — 

pu p P - G'^ o'- P ’ 

—— = Ua-~^-^})~hX,{ic — v)-—‘itu^ 
pu-~pi> 


pu — pv 

I — 

^ pw — pp 
pz^ —p(zt-!- P) 


pzi-^pp-:-p(it-f-p) 


tXu p) — — p) ‘>.tp, 


^(w-i-p; — lu— ^P, 


T (^ / p' Zt — p' P 


2 V P — P ^ 


1 pu—pv 


p(u -!- P3) — ei — 


p( z^ -1- w -h a)^j — eo = 


p(zz -:- Ld') — e^- 


4 \ pw —pt^ / 

(g^ —g^ ) (gi — gg) ^ 

pzz--6"l 

(e,~ei)(e. — eX ^ 

p U -— 6'2 

(g 3 — g^ )(e.^—-g,) 

p Zi — eg 


Racines Ci, €2, <23. — Fonctions ^i, G'2, o';! 


ei = pco, e2= p(o)-h (o'), e3=pco', 

, G" ( ZZ- — to ) o' ( ZZ ■— to^) o' { zz. tO * ! - (0^ ) 

o'to o'to'o'(to H- (o') 0^3 ^ 

.... — zO 


g'j u = - 


r., W, — 


to -h to' — It.) 


cs'3U= e‘F(^- 


(to H- to'} ’ 

(to'— zt) _ 


f ^ I tM \- 

p Zi _ ei = f j 5 p zz — ^2 : 




2 C^i ZZ O'o U 0^3 ZZ 


T AC 


/T*. ff*. .. 


n t r\ o 1 



l(tleur,s reeiics de : ii aurihd ^ soid 

^ i 

Cunsideroos le rectaii;^!e «]e som!iiet> o. t-j, luiid i” ir^. 

ment ii Jecrit ie contour de ee reetariirle dan' L- 'cns o, ~ . *j . 

la fonction pz/ diniiiuie coestaiiiiiieni de —-x d --x ; 

!'> Uuaiid u va de o au sommet w. pz/ est reel et d^-erolt >1<* x d ^ : u 

est negatif. 

(^uaiid zz \a de w a oj — t-j’. ijzz decruil de Ci a tp. r- u r?! piireoie 

imaginaire positive. 

3*^ La variable u allant de oj — id a Oi'. pzz decredt d*^ a e,> ;/n ♦ 

reelle et positive. 

4"* Enfm u re^eiiant de oj' a o. pzz ddcruil de p'piireiiii 

imaginaire iiegaiive. 

En tout point pris dans le rectangle, p zz est iniaginaire. 


FO^XTIONS DE JACOBI. 


Series trigonometriques, 

xzz 

^ ■ 2 K 

H(zz) = 2 v'^sinr —2v^sin3o 2 sin 5r —- 

Hi(;«) — is/qcon'— co5 3f-^aV'?-“ cosdi' —- 

e(;i I = I — ag cosai'- -r cos4(-' — aj’ cosGi’ —- 

Ql{U} — I -T-a^f C0S2t> -+■ 2 5'* cos 4 l’ -i- 2^® cos 6 c -r-. ... 

X _ Zc'/w cZe H (!«) I amK--2 /u'K'. 

lI,(it)=H(K-^K), >< Hi(ii) (2m-hi;K-27!4K'. 

0(ii)= Ph(«- -> e(«) I 2/nK-<an-i-i) 

iX I 

e,(„) = iH(ii--K+jK'x » 



4 o 4 


RESTME DES PRINCIPALES FORMULES. 


Prodidts infinis. 

= A = (i — 5 '“-)(i — 5 '*)(i—?')•■•> 

H { ii) ~ X^s/q s\Xiv{i — icf- q'^){i — iq^'‘ C 0 S 2 P + 

Eli a) =■ ko^yq cosf(i -7-2^- cos 2P H- (t -i- 2 ^^ cos2p q^).. 

0 i ll) = A('l— 2 ^ C0S2P-f- 2^2 C0S2PH- ^6). . ., 

ei(zz;) = A(l -i- 2g C0S2P 4- 2^3 C0S2P -h ^^0- 

Addition d'luie denii-periode ou d’line pdriode. 


ITT 

X = e 

{2li-hi Ii’) 

5 

, -r-M 

|X = e 


H(zz-^K)r= 


II(it-i- iK') = 

^l6(a), 

0(zZ4-K) = 

@,(u), 

0( ZZ -h zK') = 

i\ II( u). 

Hi(zz4-K)-- 

-H(u), 

III (zz -i~ zK') = 

X 01 (it). 

01 ( J 2 4“ Iv ) = 

0(u), 

01 ( zz -r zK') — 

X 111 ( ti). 

H(zi4-K4- zK'j=: 

X 01 (it), 

II(zz 4- 2 zK') — -- 

[A 11 ( a). 

0(m 4- K -H zK') = 

XHi(K), 

0 ( zz 4 - 2 Z K' j - 

\xe(u). 

Hi (zz 4- K 4- zK') = — 

• j'X &(u), 

Hi (zz -h 2 zK') — 

IX lli(ii), 

0 1 (zz 4 ~ Iv 4* z K ) 

iXII(u), 

01 (zz 4- 2 zK') --- 

I,t0i(«). 


Relations entre les o' et les S'. 


<^i{u) = 

0 ^ 2 ( m) = 


C* I to — ll ) 
to 


^ {o) 4- to^ 4 - 

—^ z=z — 1 -:.--.' cr 

C^(to4-to) 01 ( 0 ) 


II fw) i'A„= 

"“ = irr« 4 '^“ , 

l.Ii(o) 

e.(K) ■- 


(to —p- zz) 
to' 


e(o) 


(“) = 




EES I'M E DES PE!XCI?\LE- F^injirLE- 


FOXCTIONS SEZ/, f!.:/. .hi v. 


I Hi li i 


dn a = F/c' 


V k ^ \ « ' 

I 7 .- t).«- 

7 01 * li'i 


Bill . 


k'k 


lit fv; 
H. k 


Er_u 

i:>, ■ u 


~ t). o . 

^ 0^*0 


Addition d’une demi-periode ou d'uiic periode. 


sn (u -r K j = 
cn (— K} = - 
dn(u — K) = 


(In u 
k' sn w 
diij^ 

Jc 

dn u 


sm ic — z K't: 
cnfhz — zK' ‘ : 


sn (zz — K — ilk') = 


dii(zz — /K’ . 
dn zz 


k snu 
. dn ?/ 
k snii 
. Cll zz 


cn( iz -7- K — zK' j : 


k cn u 
— ik' 
k cn u ’ 


dn (zz — K — zK' f = ik' -. 

^ cn u 

sn(zz-f-2l\)= — snzz, sn(zz—‘2zK'j= sniz, 
cn(zz -f- aK) = — cnzz, cn(zz — az'K') = — cnzz, 

dn(zz-T-2K)= dnzz, dn(zz — az'K'j = — dn iz. 


Argument purement imaginaire. — Relation entre pu et sn m. 


.sn(^4lK^zK) 

on(iti|K,iK')=c„(„|K',ZK)’ 

, ,,, dn(MlK',jK) 

dn(jiilK,^k)= ca(«|K-,lK)‘ 


pu=z ez-^ 


ei—es 


a-(a^^ei— e^) 
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RESUME DES PRIXCIPALES FORMULES. 


Valeurs reelles de sna, cnz^, qiiand K et K' sont reels {fig. 28). 
OA = K, OB = li', 


li 

0 

A 

G 

B 

sn iL 

0 

I 

I 

k 

CO 

u 

A 

0 

B 


cn It 

0 

I 

CO 


li 

G 

A 

0 

B 

dn u 

0 

F 


00 


Fig. 28 


y 

B 

C 


0 

A cc 


1 


For mules d'addition. 


cna = cnucn{u — a)-|- sn sn(i£ — a) dna. 
sii- u -h cn-u = I, 

70 . . 

k-Sh^ii -H dii2 u = j, 

sn u cnp dn p -+- sn p cn dn u 


sn(M-h p) = 
cn(i£ -h p) = 
dn(zz -+- p) =z 


1 — Id sii- u sii- p 

cn cn p — sn u sn p d n u dn (’ 

1 — /c‘^ sn^ sa-p 

dn u dn p — k~ sn u sn p cn u cn p 
I — k- sn^ u sn-p 


Derwees. 


dsnu 

= e^-cnudiiK, 






TC 


0i(o). 




RESUME DES PRIXCI PALES FORMrLi;>- 
Si Ton suppose K et K’ liees par k coritlition 

cn ii dll u. 
sii udn ii. 
k- sn u en ii. 

Developpements en series enlieres. 

snu = u 


cnu = i 

dn = I 




- Q./CX - 


I .2.3 
■ 8 /t 3 ( 5 i^-^ 33 a) 


4 Ic- ( 2 - - 


I . 2 . J . 4.3 


I.2.3. 4 .5. 6 .7 

u* 




— (H- 4 ) - V-, - (■ I -r- 44 - iG/ci j -- 

1.2 ^ '1.2. 3.4 1.2.J..1.J 


1.2 I. 2 . 3 .4 


■^-2(16-1-44/^--^^:') 




1.2. 3 .4. 5 .6 


'2 K 

d(snm __ 

d( cnii) 
dll ~~ 
clnzz I _ 
dll 


FIN. 



ERRATA. 


Page 3 i, formule ( 3 i), remplacer z par u. 

Page 367, formule du bas de la page et page 3 G 8 , premiere formule, 
partout des signes H-. 


mettre 
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